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Hopf-Algebren und Gruppenfunktoren

Seminararbeit zur WL20: ,Affine Gruppenschemata“
Leitung: Prof. U. Krihmer

Abstract

In dieser Arbeit motivieren und beweisen wir die Aquivalenz GrpSch,, ~ Hopf}” zwischen den Kategorien
der affinen Gruppenschemata und der (kommutativen) Hopf-Algebren iiber k: Ein affines Gruppenschema
G = Commy (A, —) entspricht genau einer Hopf-Algebren-Struktur auf A, und Morphismen von Gruppen-
schemata entsprechen Hopf-Algebren-Homomorphismen in umgekehrter Richtung. Inhaltlich folgt diese Arbeit
durchgehend Kapitel [§fl (Abschnitte 1.1 bis 1.6) von Waterhouse.
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1 Einleitung

Sei k ein kommutativer Ring, Comm; die Kategorie der kommutativen k-Algebren, Set die Kategorie der
Mengen. Betrachten wir zunéchst noch einmal das uns bekannte Beispiel:

SLy : Commyj — Set

a b _ : (e b (a) »(b)
RH{(C d) ‘ad—bc—l} [p:R— S| — SLg(p.(c d>’_><:i(c) g(d))

Das folgende Resultat iiber diesen Set-Funktor ist bereits bekannt:

Satz 1.1 (Darstellbarkeit SLQ) SL2 = Commk(A, *), wobei A 1= ]C[XH, X12, Xgl, XQQ}/(XHXQQ*X12X21*1).

BEWEISIDEE. Wir betrachten die natiirliche Transformation « : Commy (A, —) = SLy und stellen fest, dass
diese ein Isomorphismus ist.

Commy (4, R) e, Commy (A, S)

QR ag

SL2(R) SLyo SLa(S)

Hierbei wirkt ¢ € Commy (R, S) oben durch Postkomposition und unten durch komponentenweise Anwendung
auf die Matrixeintrige. O

Weiterhin ist uns die folgende — flir unsere Zwecke sinnvolle — Formulierung des Yoneda-Lemmas bekannt:

Satz 1.2 (Yoneda-Lemma). Seien F,G : Commj, — Set und F = Commy (A, —) sowie G = Commy(B, —).
Dann ist Nat(F,G) = Commy(B, A).

BEWEISIDEE. Wir nehmen die allgemeine Formulierung des Yoneda-Lemmas
Nat(Commy (A, —), F) = F(A)

und setzen ein.

Nat(F,G) = Nat(Commy (A, —),G) = G(A) = Commyg (B, A)



2 Hopf-Algebren

Ausgangspunkt dieses Abschnitts ist die Beobachtung, dass SLg als Funktor eigentlich viel mehr (also iiberhaupt)
Struktur enthélt als nur Mengenabbildungen in Set. Denn SLy(R) als Menge ist mit der Matrixmultiplikation
eine Gruppe. Um diese Eigenschaft auf Funktorebene zu verstehen, miissen wir die klassischen Gruppenaxiome
kategoriell formulieren. Davor aber noch einige (mehr oder weniger) triviale Beispiele zu darstellbaren Funktoren
Comm;, — Set.

Lemma 2.1 (1-Funktor). Sei 1 : Commy, — Set, sodass R+ {*},[¢ : R — S|+ id.. Dann ist
1= Commy(k,—)

Beweis. Fiir alle R € Commy, gilt Commy(k, R) = {n: k — R,1; — 1r} und diese Bijektion wird natiirlich
in R. U

Lemma 2.2 (Kartesischer Funktor). Seien F' = Commy (A, —) und G = Commy(B, —). Dann ist der Funktor
F x G : Comm; — Set
R F(R)x G(R)  [p:R— S| [Fpx Gp: F(R) x G(R) = F(S) x G(S)]
dargestellt durch A ®y B. Also F x G = Commy (A ®; B, —).
BEWEIS. Wir kldren zunéchst die Algebrenstruktur auf A ®; B: Die innere Multiplikation ist gegeben durch
(a1 ® b1)(a2 ® be) = ajas @ biby

und das Einselement ist 1 ® 1. Die Kommutativitiat wird von A und B komponentenweise vererbt, also ist auch
A ®, B € Commy. Da offensichtlich F' x G = Commy (A, —) x Commy(B, —), reicht es, einen natiirlichen
Isomorphismus

a: Commy (A, —) x Commy (B, —) = Commy (A ®; B, —)

zu finden. Sei dafiir R € Commy, und (¢, ) € Commy(A, R) x Commy(B, R). Die Abbildung
¢ : AxB =R, (a,b)— p(a)i(b)

ist k-bilinear, da ¢ und v k-linear sind. Nach der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts faktorisiert sie
also eindeutig iiber eine k-lineare Abbildung

w0 : A®r B — R, a®bs o(a)p(b).
Diese ist sogar ein k-Algebren-Homomorphismus:
P ((a1®b1)(a2®@b2)) = @(araz) Y (bib2) = ¢(a1)p(az)(b1)(b2) = @(a1)(b1) p(a2)p(ba) = (a1 ®br) e (az®bs),
wobei die Kommutativitdt von R unverzichtbar ist. Daher setze
agr : Commy(A, R) x Commy(B, R) — Commy(A®; B, R), (p,9)+— @i.

Umgekehrt existieren die kanonischen k-Algebren-Homomorphismen ¢1 : A - A®;r B, a—a®1und 1o : B —
A®r B, b— 1®b. Diese liefern

ay' : Commy(A ®), B, R) — Commy (A, R) x Commy (B, R), h+ (hou, hou)

als Kandidaten fiir die Umkehrabbildung.



Diese beiden Abbildungen sind tatséchlich invers zueinander: Fiir (¢,) € Commy (A, R) x Commy (B, R) gilt
ag' (ar(p,v)) = (a = @(@)i(1), b 9(1)¥(b) = (¢,¥),
und fiir h € Commy (A ®j, B, R) gilt
ar(agt(h))(a®@b) =h(a@ 1) h(1b) =h((a®1)(1®b)) =hla®b).
Bei niherer Betrachtung bemerkt man ebenfalls die Natiirlichkeit dieser Abbildung in R. g

Nun erinnern wir uns an die klassische Formulierung der Gruppenaxiome.

Definition 2.3 (Gruppe I). Sei G eine Menge und - : G x G — G. Falls

1. (a-b)-c=a-(b-¢) Va,bceqG (Assoziativitdt)
2.31eG: l-a=a YaeqG ((Links)neutrales Element)
3.YVacGIat: ala=1 ((Links)inverses Element)

gilt, so ist (G,-) eine Gruppe.

Die Forderung nach einem Linksneutralen und Linksinversen reicht voéllig aus, denn mit ein paar wenigen
Argumenten sieht man, dass die Beidseitigkeit recht unmittelbar folgt. Wir formulieren die drei Axiome nun
einmal mithilfe von Diagrammen (und nur fiir das linksneutrale und das linksinverse Element).

Definition 2.4 (Gruppe II). Sei G eine Menge und p: G x G — G, e: {*} - G und I: G — G Abbildungen.
Falls die folgenden drei Diagramme kommutieren, so heifit (G, u,e,I) Gruppe.

x id id Lid
exaxGa—1"C Laxa ixa—2% Laoxa G (L. id) GxG
id x p 1% | 1 i
Gx@ u G G a G {3 c G

Verfolgen wir die Diagramme elementweise, so wird klar, dass diese Formulierungen dquivalent zueinander sind.

Lemma 2.5. Die Definitionen und[2.4] sind dquivalent.

Seien erneut R,S € Commy und ¢ € Commy(R,S). Nehmen wir nun an, dass so ein Gruppenfunktor
G : Commy — Grp existiert. Dann induziert jedes solche ¢ einen Gruppenhomomorphismus Gy : G(R) —
G(S5). Dieses Gy aber muss vertrdglich sein mit der Abbildung pug (sowie eg,Ir). Deshalb muss ebenfalls das
nachfolgende Natiirlichkeitsquadrat unter p kommutieren.

GR) x GR) 2P C%, sy x 6(s)

MR Hs




Mit einem scharfsinnigen Blick sieht man genau, dass dies nichts anderes bedeutet, als dass p: G x G = G
eine natiirliche Transformation zweier Funktoren darstellt (und genauso auch die Abbildungen e : 1 = G und
I: G = G). Um die heuristische Motivation fiir das im Abstract erwédhnte und in bewiesene Theorem zu
vollenden, nutzen wir noch die Resultate und Wenn besagter Gruppenfunktor G (aufgefasst als
U oG : Commy — Grp — Set) darstellbar wére, also U o G =2 Commy (A, —), dann wére

1. G xG= Commy(A®; A, —) und daher 4 € Nat(G x G,G) = Commy (A, A®; A) (1.2
2. 1 = Commy(k,—) und daher e € Nat(1,G) = Commy (A, k)(1.2)
3. G = Commy (A, —) und daher I € Nat(G,G) = Commy (A, A) (1.2)

Damit sind wir nun (vorerst) am Ziel angelangt.

Definition 2.6 (Hopf-Algebra). Sei A € Commy. Ezistieren die folgenden Abbildungen:

1. [A: A— A®, Al € Commy (A, A® A) (Koprodukt)
2. [e: A— k] € Commy (A, k) (Koeins)
3. [S:A— Al € Commy (A, A) (Koinverse)

sodass die folgenden Diagramme kommutieren, so heifit (A, A,e,S) Hopf-Algebra.

. A id S,id
A®kA®kA<1dLA®kA k®kA<LA®kA A ( ) — A®p A
=myo (S®id)
A®id A P = A na A
AL A

Falls (A,Aa,e4,S4) und (B,Ap,ep,Sp) zwei Hopf-Algebren sind, so ist ein f € Commy(B, A) ein Hopf-
Algebren-Homomorphismus, falls

Apof=(f®f)oAp, eao f=ep, Saof=foSp

bzw. die nachfolgenden Diagramme kommutieren.

fof id f
AR A+————B®y B k : k A B
Ay Ap €A EB Sa Sg
A B A B A B
f S f

Die (Unter-)Kategorie der (kommutativen) Hopf-Algebren iber k heifse Hopf,.

Die entsprechenden Abbildungen A, e, S dualisieren genau die natiirlichen Transformationen pu, e, I in der (nach-
folgend definierten) Kategorie der affinen Schemata. Wir beweisen nun formal das im Abstract erwéhnte zentrale
Theorem.



3 Zentrales Resultat

Wir bezeichnen mit mp : R®y R — R die Multiplikation der k-Algebra R € Commy. Fiir g, h € Commy (A, R)
sei wie im Beweis von gih =mpro(g®h): A®r A— R, a®b— g(a)h(b).

Definition 3.1 (Affines Schema). Wir definieren Aff) als Kategorie der affinen Schemata dber k.
(i) Die Objekte sind darstellbare Funktoren F : Commy, — Set mit F' = Commy (A, —) fir A € Commy.

(i) Die Morphismen sind natirliche Transformationen o : F = G, diese entsprechen genau den k-Algebren-
Homomorphismen Commy(Ag, Ar) (wobei Ag, Ap die darstellenden Objekte in Commy, sind).

Falls G : Commy — Grp ein Funktor ist, sodass [U o G : Commy — Set] € Affy, dann heifit G affines
Gruppenschema. Fiir zwei affine Gruppenschemata G, H : Commy, — Grp sind die Morphismen o : G — H
natirliche Transformationen, deren Komponenten Gruppenhomomorphismen sind. Die entstehende Kategorie
tber Aff; nennen wir GrpSchy,.

Satz 3.2 (Hauptsatz). Sei A € Commy, und A € Commy (A, A®A), ¢ € Commy(A, k), S € Commy(A4,A4).
Fiir jedes R € Commy, definieren wir auf der Menge Commy (A, R) fir beliebige g,h € Commy (A, R):

g-h:=ghoA: AL A, A2 Re, R R,
eRi=nNROE: A= kMM R, (%)

g l:=goS: A—§—>A—£—>R,
wobei g : k — R die Strukturabbildung nach R ist. Dies sind wieder Elemente von Commy (A, R).
(i) Ist (A, A,e,S) eine Hopf-Algebra, so wird Commy (A, —) mit (x) zu einem affinen Gruppenschema.

(ii) Ist umgekehrt G ein affines Gruppenschema mit U o G = Commy (A, —), so gibt es genau eine Hopf-
Algebren-Struktur (A,e,S) auf A, sodass die (entlang des Isomorphismus tibertragene) Gruppenstruktur
von G durch (%) gegeben ist.

(iii) Sind A, B Hopf-Algebren und Commy (A, —), Commy (B, —) wie in (i) affine Gruppenschemata, so ist

GrpSch;,(Commy (4, —), Commy(B,—)) = Hopf,(B, A), a > agida).

Die Zuordnungen (i) und (ii) sind invers zueinander (bis auf Isomorphie); zusammen mit (iii) ist also Hopf,® =~
GrpSch;,.

Bemerkung 3.3 (zum nachfolgenden Beweis).

— Durch (%) wird jede Gleichung in der Gruppe Commy (A, R) zu einer Gleichung von k-Algebren-Homo-
morphismen auf A.

— Umgekehrt geniigt es, eine solche Gleichung an universellen Elementen zu priifen: Fiir die Inklusionen
ti,09: A= AR A, a—~a®1 bzw. a— 1® a, gilt 7773 = idaga

(analog 7172t3 = idge3), und in Commy (A, A) ist g = id4 universell.



BEWEIS.

1. Wir zeigen die Aquivalenz Gruppenaxiome <= Hopf-Axiome.

Seien g, h,l € Commy(A, R), ghl : a® b® ¢~ g(a)h(b)l(c) und X : k @ A — A, ¢ ® a — ca. Setzt man
() ein und wertet auf reinen Tensoren aus, z.B. (g-h)-l=mpo ((gho A)®@1) o A =ghlo (A®id)o A,
so erhélt man:

(g-h)-1=ghlo(A®id)o A, g-(h-1)=ghlo(id® A) oA, (Assoziativitit)
er-g=goAo(e®id)oA, g=goloL, (Eins)
gl g=gomao(S®id)oA, €ER = (gOMNAOCE. (Inverse)

Bildlich: Jedes Hopf-Diagramm wird um einen Pfeil nach R verldngert. Die beiden Wege von A (unten
rechts) nach R (Mitte) sind genau die beiden Seiten des jeweiligen Gruppenaxioms in Commy (A4, R).

. A . mao (S®id
A®kA®kA;<dLA®kA P PELL g A
wl goA N
A ®id R A A= R A nA R A
AR A
Qp A A A id A k € A

<=: In jeder Zeile unterscheiden sich die beiden Seiten nur im rechten Faktor, und diese rechten Faktoren
sind genau die beiden Wege im zugehorigen Hopf-Diagramm. Also: Hopf-Axiome = Gruppenaxiome ([2.4))
in jedem Commy (A, R).

= Setzt man die universellen Elemente ein ((g, h,1) = (t1,12,t3) in R = A®3 bzw. g = id4 in R = A),
so bleibt nur der rechte Faktor stehen; die Gruppenaxiome liefern also die Hopf-Axiome.

2. Beweis von (i).
Nach Punkt 1 ist jedes Commy (A, R) eine Gruppe. Fiir ¢ € Commy(R, S) ist ¢ o — ein Gruppenhomo-
morphismus, da ¢ multiplikativ und unital ist: ¢ o gh = (¢ 0 g)(¢ o h) und ¢ o ng = ns.

3. Beweis von (ii).

Ohne Einschrankung sei U o G = Commy (A, —) (sonst transportiere man die Gruppenstruktur entlang
des Isomorphismus), also Gy = ¢ o —. Wir lesen die Hopf-Struktur an den universellen Elementen ab:

Ai=11-1€GARLA), e=e,cGk), S:=id;'€G(A).

Diese erfiillen (x): Fiir g,h € G(R) sind G(gh) = gho —, G(nr) = nr o — und G(g) = g o — Gruppenho-

momorphismen, und es gilt gh o1, = g, gh o 13 = h sowie goidy = g. Also

g-h=G(gh)(t1) - G(gh)(12) = G(gh) (11 - 12) = gho A,
er = G(nr)(ex) =nr ¢,
g7 =G(g)(ida) ! = G(g)(id;") = goS.

Nach Punkt 1 ist (A, A, g, S) eine Hopf-Algebra. Diese ist sogar eindeutig, denn erfiillt auch (A’ &', S') die
Formeln (x), so folgt an den universellen Elementen A’ =775 0 A’ =11 19 = A, &' =o' = e = ¢ (da
Nk = idg) und 8’ = id4 0 8’ = id;! = S. Damit schlieft man ebenfalls, dass (i) und (ii) invers zueinander
sind.



4. Beweis von (iii).

Nach (in der bekannten expliziten Form) ist jedes natiirliche o : Commy (A, —) = Commy(B, —)
von der Form ag(g) = go f =: f;(g) fiir genau ein f = a4(ida) € Commy(B, A). Zu zeigen bleibt, dass
genau dann alle ap Gruppenhomomorphismen sind, wenn f ein Hopf-Algebren-Homomorphismus ist. Fiir
g,h € Commy (A, R) gilt

ar(g-h) =gholAaof,  ar(g)-ar(h)=(gof)(hof)oAp=gho(f®f)oAp.

Wieder unterscheiden sich beide Seiten nur im rechten Faktor. ,,<=“: klar. ,,=*: Die universellen Elemente
(g,h) = (t1,t2) liefern Agqo f = (f ® f) o Ap. Da Gruppenhomomorphismen Einselemente und Inverse
erhalten, gilt ferner npoeqg o f =nroepund goSg0f =go foSp; mit R =k bzw. g = idy folgt
eqof=epund Syo f=foSp.

. Aquivalenz.

Wegen 1o (go f) = (pog)o fist (go f)* = f*og" und id* = id, also ist A — Commy(A, —), f +— f*
ein kontravarianter Funktor Hopf;,, — GrpSch,. Nach (iii) ist er volltreu, nach (ii) wesentlich surjektiv;
also ist er eine Aquivalenz Hopf;® ~ GrpSch,.

O



4 Beispiele

Der Beweis von (ii) im Hauptsatz liefert ein Rezept, konkrete Beispiele von Gruppenschemata zu berechnen:
Ist A durch Erzeuger und Relationen gegeben, so ist ein g € Commy (A, R) durch die Bilder der Erzeuger
festgelegt. Die universellen Elemente 1,19 € G(A®y A) sind dann die ,, generischen“ Elemente X ® 1 und 1® X
(fiir einen Erzeuger X), und wir erhalten

A=11-135, e=e,€Gk), S=id,' €G(A),

indem wir mit den generischen Elementen in der Gruppe rechnen. Da A e, S k-Algebren-Homomorphismen
sind, geniigt es, sie auf den Erzeugern anzugeben.

Beispiel 4.1 (Multiplikative Gruppe). Sei G, : Commy, — Grp, R — R*, [p: R — S| — ¢|px. Mit
A=Ek[X, XY =KX, Y]/(XY - 1)

ist G, & Commy (A, —) durch g — ¢(X), denn ein k-Algebren-Homomorphismus A — R ist genau die Wahl
eines r € R mit einem s € R, rs = 1, also eines » € R* (und s = r~! ist dann eindeutig). Die Hopf-Struktur
lesen wir an den universellen Elementen ab. Unter Commy (A, A ®; A) = (A ®; A)* entsprechen ¢ +» X ® 1
und 1 < 1® X. Also:

A=1-15 & (X1D)(1I0X)=XoX, dh. A(X) = X ® X,
e=e¢,=1€k”, d.h. e(X) =1,
S=id' < X 'eAX, d.h. S(X)=Xx"1

Daraus folgt automatisch A(X 1) = X7t @ X1 (X1 =1, S(X~!) = X. Wir priifen die Hopf-Axiome auf
dem Erzeuger X nach:

(ARIDA(X) =X ® X ®X = (id® A)A(X),
(e®id)A(X) =10 X = A 1(X),
ma(S ®IA(X) = X 'X =1 = na(e(X)).

Die Formeln (%) geben die bekannte Gruppenstruktur zuriick:

(g-h)(X)=gh(X®X)=g(X)h(X), er(X)=1 g '(X)=g(X)""

Beispiel 4.2 (Spezielle lineare Gruppe). Sei SLy wie in der Einleitung und A = k[ X711, X192, Xo1, X22]/(X11 X022 —
X12X91 — 1), also SLe & Commy(A,—) via g — (g(Xij))@'j' Wir schreiben X = (X;;) € SLy(A) fir die
,generische Matrix“; sie entspricht id4. In SLo(A ®j A) entsprechen

PRI X1n1®l Xpel RN 10 X1 1® X9
! X21®1 X22®1 ’ 2 1®X21 1®X22 ’

Das Produkt dieser Matrizen liefert das Koprodukt, die Einheitsmatrix E € SLa(k) die Koeins und die inverse
Xoo  —X12

Matrix X! =
<—X21 X1

) (beachte det X =1 in A) die Koinverse:

2
A(Xij) = Xa ® Xy, e(Xij) = dij,

=1
S(X11) = Xo2, S(Xa2) = X11, S(X12) = —X12, S(X21) = —Xo1.



Zum Beispiel ist A(X11) = X711 ® X171 + X12 ® Xo;. Diese Abbildungen sind wohldefiniert, d.h., sie respektieren
die Relation det X = 1: Fir A ist das die Multiplikativitdt der Determinante in der kommutativen Algebra
A®y A, fir € ist det(E) = 1 und fiir S ist X299 X71 — (—X12)(—Xo21) = det X. (Alternativ folgt dies direkt aus
dem Hauptsatz, da ¢1 - 12, e und id;ll Elemente der jeweiligen SLy sind.)

Die Hopf-Axiome sind die Gruppenaxiome fiir Matrizen, gelesen auf der generischen Matrix:

(A @Id)A(Xij) =Y Xig @ X @ Xy = (id @ A)A(Xy), (XY)Z =X(YZ))
Lm

(e ®id)A(X 2511®XZJ—I®XW—)\ (Xi5), (EX = X)

ma(S ®id)A Zs )X = (X1 X)ij = 85 = na(e(Xiy)). (X 'X =F)

SchlieBlich liefert (%) wieder die Matrixmultiplikation: Fir g, h € Commy (A, R) ist

(g . h)(X”) = gih(Zle & le) Zg zl le (g(X) : h(X))ij’
l

wobei g(X) = (g(Xij))ij S SLQ(R).
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5 Gruppentheorie in Hopf-Algebren

Mit den Erkenntnissen, die wir durch die Theorie der Hopf-Algebren erlangt haben, kénnten wir versuchen, jede
allgemeine Aussage iiber Gruppen auf eine Aussage tiber Hopf-Algebren zuriickzufithren. Gilt eine Gruppeni-
dentitét in allen G(R), so iibersetzt sie sich mit (*) in eine Gleichung von k-Algebren-Homomorphismen auf A;
Einsetzen der universellen Elemente (wie im Beweis von liefert dann die Aussage iiber A. Dabei verwenden
wir folgendes Worterbuch (die Pfeile drehen sich um):

Gruppenschema G = Commy (A4, —) Hopf-Algebra A
Multiplikation p, Eins e, Inverse 1 A e, S
Diagonale g — (g,9) Multiplikation m4  (denn gg = goma)
Vertauschung (g, h) — (h, g) T:a®brb®a (denn hg = ghorT)
G — {x} na:k— A

Wir schreiben A(a) = 3° a(1) ® a(2). Die Hopf-Axiome lauten dann

(A & ld)A = (id & A)A, Za(a(l))a@) =a, Z S(a(l))a@) = 8((1)
Korollar 5.1 (Rechtsneutral und Rechtsinvers). In jeder Hopf-Algebra A > a gilt

Za(l)s(a(z)) =a und Za(l)S(a@)) =¢e(a)

BewEIS. In jeder Gruppe G(R) gilt g-er = g und g- g~ = eg. Nach (x) ist (¢-eg)(a) = > g(agy)e(agz)) und
(g-97Y)(a) = >-g(am))g(S(a))). Mit R = A, g = id4 folgt die Behauptung. O

Korollar 5.2 (Kommutativitit). Es gilt die Aquivalenz
G ist kommutativ (d.h. alle G(R) abelsch) <= A ist kokommutativ (d.h. To A =A)

BEWEIS. h-g=hgoA =ghotoA, wihrend g-h = gho A. ,<* ist damit klar, ,=* folgt mit (g, h) = (i1, t2),
da 7719 = id. O

Bemerkung 5.3 (Ein Vergleich). Bei G, gilt A(X) = X ® X, also 70 A = A fiir die Vertauschung 7(a ®b) =
b® a: A ist kokommutativ, passend dazu, dass R* abelsch ist. Bei SLy ist dagegen 7A(X11) = X171 ® X171 +
Xo1 ® X12 # A(X11), passend dazu, dass SLa(R) fiir k£ # 0 im Allgemeinen nicht abelsch ist.

Korollar 5.4 (Quadrieren). Gilt - aya) = e(a) fir allea € A (d.h. maoA =nao0¢), so ist A kokommutativ.

BEWEIS. Quadrieren ist p o diag, also g2 = ggo A = gomy o A. Die Voraussetzung besagt g2 = gongoc = eg
fiir alle ¢ € G(R). Dann ist jedes G(R) abelsch: gh = gh(hg)? = gh’ghg = g*hg = hg. Mit folgt die
Behauptung. O

Bemerkung 5.5. Man beachte, dass eine konkrete Rechnung in A fiir diese Korollare nie nétig ist; der Hopf-
Satz ist eine rein formale Konsequenz des Gruppensatzes.

Bemerkung 5.6. Eine naheliegende, wenn auch unscharfe Frage an jede neue Struktur lautet: Welcher ihrer
Bestandteile ist der entscheidende? Und tatséchlich lésst sich fiir Hopf-Algebren dazu eine Aussage treffen.
Das Koprodukt ist der zentrale Baustein einer Hopf-Algebra. Ist ndmlich ein solches A € Commy (A4, A @ A)
derart, dass g - h := gh o A jedes Commy (A4, R) zu einer Gruppe macht, so ist dies bereits das A aus (ii)
und die ¢ o — sind wie im Beweis von (i) automatisch Gruppenhomomorphismen, also Commy (A, —) ein
affines Gruppenschema. Nach (ii) gibt es eindeutige €, S, die A zur Hopf-Algebra machen. Ein Beispiel dafiir
liefert GL,,, dargestellt durch k[X11,..., Xpnn, 1/ det]. Wissen wir abstrakt, dass Matrizen mit invertierbarer
Determinante eine Gruppe bilden, so existiert S — d.h. die Eintrdge der inversen Matrix sind Polynome in den
X;j und 1/ det. Die Cramersche Regel ist also a priori klar (fiir SLy haben wir S explizit gesehen).
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5.7 Ausblick: Basiswechsel

Sei k — k' ein Ringhomomorphismus (z.B. Z — Q, R — C oder Z — F)). Jede k’-Algebra S ist durch
k — k' — S auch eine k-Algebra, also lasst sich jeder Funktor F' : Commy — Set auf Commy, einschrinken
und wir bezeichnen diese Einschrinkung als Fj,. Dann folgt recht unmittelbar:

— Ist F = Commy(A,—), so wird Fi durch A" := A ® k' dargestellt, denn fiir jede k’-Algebra S gilt
Commy (A ® k', S) = Commy(A,S), e pola—a®l).

Basiswechsel entspricht also dem Tensorprodukt. Konkret ist A’ die k’-Algebra zu denselben Gleichun-
gen, z.B. /{T[ij]/(detX —1) @ k' = k/[Xij]/(detX —1).

— Ist G ein affines Gruppenschema mit Hopf-Algebra (A, A, e, S), so ist Gy wieder eines, und A’ triagt die
Hopf-Struktur A ® idy/, € ® idyr, S®idy (mit (AR k') Qp (AQk k') = (A®y A) @ k). Fir Gy, und SLy
gelten also iiber k' wortlich dieselben Formeln fiir A, e, S wie iiber k.

— Interessant wird Basiswechsel dadurch, dass verschiedene Gruppenschemata nach Basiswechsel isomorph
werden koénnen: Die Kreisgruppe {z? + 32 = 1} mit (z,y)(2,y") = (z2’ —yy', 2y’ + ya') ist iiber R nicht
isomorph zu G, wird es aber iiber C mittels (z,y) — x + iy.
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Konventionen und Abkiirzungen

k

Algebra
Hopf-Algebra
&

A®n
Commy,
Set, Grp

U

Commy (4, R)
F=aG
Nat(F,G)

1

Fo

Yo —
f*
mg
MR
gh

L1, L2, L3

stets ein kommutativer Ring

stets kommutative k-Algebra

stets kommutative Hopf-Algebra

Tensorprodukt tiber k, d.h. stets ®g

A®---® A mit n Faktoren

Kategorie der kommutativen k-Algebren

Kategorie der Mengen bzw. der Gruppen

Vergissfunktor Grp — Set, der eine Gruppe auf ihre zugrundeliegende Menge schickt
Menge der k-Algebren-Homomorphismen A — R

natiirliche Transformation zwischen den Funktoren F' und G
Menge der natiirlichen Transformationen F' = G

konstanter Funktor R — {x}, dargestellt durch k

Bild von ¢ € Commy(R, S) unter einem Funktor F' (bei anderen Argumenten mit Klam-
mern, z.B. G(gh))

Postkomposition Commy (A, R) — Commy (A, S), d.h. Commy (A, —) angewandt auf ¢
Priakomposition — o f : Commy (A, —) = Commy (B, —) zu f € Commyg(B, A) |}
Multiplikation R® R — R

Strukturabbildung k¥ — R (insbesondere 1y = idy)

mgro(g®h):a®bw g(a)h(b), analog ghl

kanonische Inklusionen a + a ® 1, a — 1 ® a (bzw. in A®3); universelle Elemente
kanonischer Isomorphismus k® A — A, c® a — ca

Vertauschung a @ b — b ® a

Multiplikation, Einselement, Inversion einer Gruppe bzw. eines Gruppenfunktors

Einselement der Gruppe G(R) bzw. Commy (A, R), d.h. egr = nroe (nicht zu verwechseln
mit 1 € R)

Koprodukt, Koeins, Koinverse (Antipode) einer Hopf-Algebra

Gruppenstruktur auf Commy (A, R) aus (A, ¢, S), siehe

Sweedler-Notation fiir A(a)

Kategorie der affinen Schemata tiber k (darstellbare Funktoren Comm; — Set)
Kategorie der affinen Gruppenschemata tiber k

Kategorie der (kommutativen) Hopf-Algebren tiber k£ mit Hopf-Algebren-Homomorphismen
multiplikative Gruppe R — R* bzw. spezielle lineare Gruppe

Einheitsmatrix bzw. Kronecker-Delta

Einschrankung von F' auf k’-Algebren (Basiswechsel)

Waterhouse, William C. Introduction to Affine Group Schemes. Graduate Texts in Mathe-
matics 66. New York: Springer-Verlag, 1979. ISBN 978-1-4612-6219-0, doi:10.1007/978-1-
4612-6217-6
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