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1 Einfiihrung

1.1 Grundlegende Begriffe

Definition 1.1.1 (Experiment). Ein (Zufalls-)Experiment ist ein Mefraum (2, <),
bestehend aus einer Menge Q und einer o-Algebra of C P(2). Dann heifit

w € Q Ergebnis A € o FEreignis

Definition 1.1.2 (Kolmogorov 1933). Sei (§2,.97) ein Experiment. Eine Mengenfunktion
P: o — [0,1] mit den Eigenschaften

(M1) P(0) =0, P(Q) = 1

(M2) (Ap)nen C & paarweise disjunkt = P( |_| Ap) = Z P(A,)
neN neN

heifst Wahrscheinlichkeitsmafl (W-Maf$) oder Wahrscheinlichkeit. Das Tripel (2, <7 ,P)
wird Wahrscheinlichkeitsraum genannt.

Bemerkung 1.1.3. Jedes W-Ma# ist insbesondere ein endliches Maf. Daher gelten alle
Satze aus AN30 (siche Bibliothek).

Definition 1.1.4. (Zufallsvariable). Es sei (2,.27,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
(E, &) ein beliebiger Mefiraum. Eine mefbare Abbildung

X:(Q,)— (E, &)
heifst (E-wertige) Zufallsvariable (kurz: ZV).

Bemerkung 1.1.5. Wir werden meist £ = R oder E = R? zusammen mit den Borel-
o-Algebren betrachten. Die Wahl des W-Raums und damit der ZV ist nicht eindeutig
und sollte daher als mathematisches Modell gesehen werden.

Definition 1.1.6. (Verteilung und Erwartungswert). Es sei X : Q — E eine ZV auf
dem W-Raum (2, o/, P). Die Verteilung oder Wahrscheinlichkeitsverteilung der
ZV X ist das Bildmajs

B+ Px(B):=P(X € B):=P(X'(B)), Beé&

von P unter der mefbaren Abbildung X.
Der Erwartungswert einer reellen ZV X : (2, ) — (R, B(R)) ist das Integral

IEX:/X d]P:/QX(w)P(dw):/RxIP’(Xde)



Bemerkung 1.1.7 (Eigenschaften Erwartungswert). Da der Erwartungswert ein Inte-
gral ist, gelten natiirlich auch alle Aussagen fiir Integrale aus AN30. Im Folgenden seien
a,b € Rund X,, X,Y Zufallsvariablen auf (Q, o/, P).

a) E(aX +0Y) =aEX +bEY, wenn E|X|,E|Y| < o0; (Linearitét)
b) EX > 0, wenn X > 0; (Positivitét)
¢) E(liminf, o X,,) < liminf,, o EX,,, wenn X,, > 0; (Fatou)
d) EX = sup,yEX,, = lim,, oo EX,,, wenn X,, > 0, X,, T X; (Beppo Levi)
e) li_)m E| X, — X| =0 und lim,_,» EX,, = EX, (dom. Konv.)
n—oo
wenn lim, 00 Xp(w) = X(w) und | X, (w)| < Y(w) P-fu fir eine integrierbare ZV
Y € LP(P), d.h. E|Y]| < 0.
) X, = @ XYY, (1< p < o0), (LP-Riume)
| X || ;oo :=esssup | X|:=inf{c > 0: P(|X| > ¢) = 0},
X € LP(P) genau dann, wenn || X||;, < oo;
g) EIXY| < || X0 IVl 1o fir 1 <p,g< o0, pt+qt =1; (Holder)
h) p(EX) < Ep(X) fiir X > 0 und konvexe ¢ : [0,00) — [0, 00); (Jensen)
i) P(|X| > ¢) < e 'E|X]; (Markov)
i) P(IX —EX| > ¢) < e 2B [(X — EX)?]; (Chebyshev)

K) E[X| _/OOO]P’(\X\ >t)dt—/oooIP’(]X\ > 1) dt

1.2 Kombinatorik

Lemma 1.2.1 (Permutationen). Es sei Q eine Menge mit |Q] = n. Dann gilt

H{(wiy..oywn) |wi € Q, wi #wy fiiri £k} =nl=1-2-3---n.

Lemma 1.2.2 (Kombinationen — klassisch). Es sei Q eine Menge mit || = n und
ke{l,...,n}. Dann gilt

n
{(wi,- - we) [wi €Q, Wy <--- <wp}] = <k> k)

d.h. (Z) ist die Anzahl aller k-elementigen Teilmengen von €.



Lemma 1.2.3 (Variationen — klassisch). Es sei ) eine Menge mit |Q] = n und k €
{1,...,n}. Dann gilt

H(W17~~-;Wk) ’wiEQ, wi#wj fUT’Z#]H =

(n—k)!

d.h. es gibt (n%'k), Méglichkeiten, k von n Elementen ohne Zuriicklegen, mit Beriicksich-
tigung der Reihenfolge zu ziehen.

Bemerkung 1.2.4. Permutationen sind klassische Variationen fiir k& = n. Insbesondere
gibt es genauso viele Moglichkeiten n auf n — 1 Plétze zu verteilen wie n auf n Platze
zu verteilen.

Lemma 1.2.5 (Kombinationen — mit Wiederholung). Es sei Q eine Menge mit |Q}] =n
und k € {1,...,n}. Dann gilt

n+k—1
|{(w17---,wk)|wi6§2,wlg...gwkH:( . )

d.h. ("H,:_l) ist die Anzahl aller Moglichkeiten, k Elemente aus @ mit Zuricklegen und
ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge zu ziehen.

Lemma 1.2.6 (Variationen — mit Wiederholung). Es sei Q eine Menge mit || = n
und k € {1,...,n}. Dann gilt

H(wi,...,wp) | ws € QY = |QF| =nF
d.h. es gibt n* Moglichkeiten, k Elemente aus Q@ mit Zuriicklegen und mit Berticksichti-

gung der Rethenfolge zu ziehen.

Satz 1.2.7 (Abzdhlen von Abbildungen). Es seien n,k € N und f : {1,...,k} —
{1,...,n} eine Abbildung. Dann gilt fir die Anzahl der Abbildungen f mit den jeweiligen
Eigenschaften:

a) Ist f injektiv (fir n > k), so gibt es (Z) - k! solche Abbildungen.
b) Ist f streng monoton wachsend (firn > k), so gibt es (Z) solche Abbildungen.

k—1
¢) Ist f monoton wachsend (fiir beliebige n, k), so gibt es (n +k ) solche Abbil-

dungen.



d) Ist f surjektiv (fir n < k), so gibt es

T(k,n) := an(—l)f (2‘) (n— 0)F

=0

solche Abbildungen.

1.3 Grundmodelle der Wahrscheinlichkeitstheorie

Definition 1.3.1 (Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum). Ein W-Raum (2, o/, P) heifit
diskret, wenn  abzdhlbar (endlich oder unendlich) und o = P (Q) ist. Eine auf einem
diskreten W-Raum definierte ZV bzw. Verteilung nennt man ebenso diskret.

Bemerkung 1.3.2. Da jede Teilmenge A C € einer abzéhlbaren Menge selbst abzahlbar

ist, gilt
P(A) = Z P({w}) also P= Z P({w}) du,

wEA weN

d.h. die Werte P({w}), w € Q, bestimmen P vollstdndig. Auf einem diskreten W-Raum
sind alle Abbildungen X : Q — R? mefBbar, der Wertebereich X (Q) ist abzihlbar, und
beliebige Funktionen f(X) einer ZV X sind wieder Zufallsvariablen. Das Integral wird
dabei zu einer Summe

EX =) XwP{wh)= > zPX=2)

we z€X(Q)
Ef(X)=) fXw)P{w}) = > f@)P(X =2)
weN zeX(Q)

Definition 1.3.3 (Stetige und absolutstetige Zufallsvariable). Eine ZV X = (X1,...,Xy) :
Q — R auf einem W-Raum (2, o/, P) heifit stetig, wenn die Verteilungsfunktion

Fx(xl,xg, o ,$d> = P(Xl <21, X9 < x0,...,Xg < .%'d), (1’1,1’2, - ,.%'d) € Rd,

stetig ist. X heiffit absolutstetig, wenn X eine Dichte beziiglich des Lebesquemafes
besitzt:
Px (dx) = p(x) dz

Lemma 1.3.4 (Eigenschaften der Verteilungsfunktion). Die Verteilungsfunktion F(x) :=
Fx(z):=P(X < z), v € R, einer reellen ZV X : Q — R hat folgende Eigenschaften:



a) x +— F(x) ist monoton wachsend;

b) x — F(x) ist rechtsseitig stetig;

¢)

lim F(z)=0 und lim F(x)=1.
T—00

Tr——00

Beispiel 1.3.5 (Wichtige stetige Verteilungen).

a)

d)

Gleichverteilung auf dem Intervall [a,b]. X ~ Ula,b], d.h. X hat die Dichte
p(x) = (b—a) ', (x). Es gilt /]l[@b] () dz =b—a und

EX = = — /b de = Sa+0)
I — ax TT o\
sowie
VX = o2 = /b(x— )2dx—i(b—a)2
T Ty, T

(Einseitige) Exponentialverteilung. X ~ Exp(\), A > 0, d.h. X hat die Dichte
o0
p(x) = Ae M1 o0y (). Es gilt / e dz = 1/A und
0

© 1
EX:,u:/ zhe M dx:X
0

sowie - 1
VX =0 = / (. — p)?Ae™ N dz = ¥
0
Die Exponentialverteilung wird haufig zur Modellierung von Wartezeiten und Wachs-
tumsprozessen verwendet.

(Eindimensionale) Cauchy-Verteilung. X ~ C(\,a) heifit Cauchy-verteilt,

wenn p(x) = TN T (= a) gilt. Wegen

y=(z—a)/A

/OO Adzx dy=dz /A /OO dy -
—oo N2+ (z—a)? o oo 1492

ist p(x) eine W-Dichte, aber wegen |z|p(x) =~ c|z|~! und z?p(z) ~ ¢ (fiir |z| — o)
existieren weder Erwartungswert noch Varianz.

(Eindimensionale) Normalverteilung. X ~ A(u,0?), d.h. X hat die Dichte

;e*(x*“)yz”z, peR, 02>0,z€eR

9p,0? (m) = \/W



mit [ e=*/2 dz = \/27. Die Parameter p und o2 sind Erwartungswert und Vari-
anz:

EX=p VX =02

o heifit Standardabweichung; fiir 0 = 1, = 0 nennen wir N'(0, 1) die Standard
- Normalverteilung oder Gauflverteilung



2 Bedingung und Unabhangigkeit

2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten
Sei (€, o7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 2.1.1 (Bedingte Wahrscheinlichkeit). Die bedingte Wahrscheinlichkeit
von A € o7 gegeben B € of ist
P(AN B)
P(A|B):={ PB) ’
0, fiir P(B) = 0.

fir P(B) > 0,

Satz 2.1.2 (Eigenschaften und Satz von Bayes). Es sei (2, 9/,P) ein W-Raum und
Ap,Bn,A,B € .

a) A— P(A| B) ist fir alle B € o mit P(B) > 0 ein W-Maj$ auf (2, 7).
b) Kettenformel. Es gilt

]P)(AlmAgﬂ' . ﬂAn) = ]P)(Al)P(AQ | Al)P(Ag ’ Aq ﬂAg) .- P(An | AiN-- 'ﬂAnfl)

= ]P’(Al) ﬁ P(Am ’ Ain---nN Am—l)

m=2

c) Totale Wahrscheinlichkeit. Fir jede Zerlegung | |,cny Bn = © von  gilt
P(A) = Y P(B,)P(A| B,)
n=1

d) Bayessche Formel. Fiir jede Zerlegung | |,,cny Bn = 2 von Q gilt
P(Bm) P(A | Bm)

PBn | A) = = g P(A | By
insbesondere ist
- P(B)P(A | B)
FBIA) = BEyRA] B) + P PA] BY



2.2 Unabhangigkeit

Definition 2.2.1 (Unabhéngigkeit von Mengen). Es sei I eine beliebige Indexmenge.
Die Mengen (A;)icr C </ heiffen unabhéngig (u.a.), wenn gilt

VI CI, |J| <oo: P(ﬂAZ) =[] P(4:)

iceJ icJ

Bemerkung 2.2.2.

<
Paarweise Unabhéngigkeit Unabhéngigkeit

Definition 2.2.3 (Unabhéngigkeit von Familien und ZVn). Es seien I eine beliebige
Indezmenge und (FE;, &;) Mefiraume.

a) Die Familien F; C o/, i € I, heiffen unabhangig, wenn gilt
VJCI, |J| <oo, VA; € F, i€ J: ]P’(ﬂ Al-) =[] P(4:)
iceJ icJ
b) Die ZV X; : (Q,4) — (E;, &;), i € I, heiffen unabhéngig, wenn die o-Algebren
o(Xi) =X (&) ={{XieF} | Fe&}, iel

unabhdngig sind.

Lemma 2.2.4. Fiir jede Indexmenge I sind die folgenden Aussagen dquivalent:
a) die Ereignisse A;, i € I, sind unabhdngig;
b) die o-Algebren o(A;), i € I, sind unabhdingig;

¢) die Zufallsvariablen 14,, i € I, sind unabhdingig.

Bemerkung 2.2.5. Wiahrend ”"Weglassen” die Unabhangigkeit nicht zerstoért, konnen
nicht ohne Weiteres Mengen zu unabhéngigen Systemen hinzugefiigt werden. Ausnahmen
sind (wie das Lemma zeigt): 0, 2.

10



Satz 2.2.6. Es seien F; C </, i € I, N-stabile Familien (F,G € %; = FNG € .%;).
Dann gilt
Fi, 1 € I unabhingiy <=  o(%;), i € I unabhingig

Korollar 2.2.7 (1. Blocklemma). Es seien Fy, C o/, 1 < i < m, 1 <k < n(i),
unabhdngige N-stabile Familien. Dann sind auch die folgenden o-Algebren unabhdngig:

b =0(F, -, Finy), 1<i<m

Korollar 2.2.8 (2. Blocklemma) Es seien X, : Q@ — E, 1 <k <n(i), 1 <i<m,
unabhdngige ZV und f; : ) — R mepbare reelle Funktionen. Dann sind auch die ZV

fi(Xila"-aXin(i))7 1<i<m

unabhdngig.

Bemerkung 2.2.9. Die Blocklemmata besagen, dass man unabhéingige Objekte be-
liebig zu disjunkten Blécken zusammenfassen und pro Block verrechnen darf, ohne die
Unabhéngigkeit zwischen den Blocken zu verlieren — im 1. Blocklemma fiir erzeugte
o-Algebren, im 2. Blocklemma fiir Funktionen f; angewandt auf Gruppen von Zufalls-
variablen. Beispielsweise sind fiir unabhéngige X1,..., X190 dann auch X; + Xo + X3,
max{Xy,..., X7} und Xg- Xy - X109 unabhéngig.

Satz 2.2.10 (Charakt. Unabhéngigkeit). Es seien X1,..., X, : (O, ) — (E,&) ZV
und &4 sei ein N-stabiler Erzeuger von &. Dann sind dquivalent:

a) X1,...,X, sind unabhdngig;
b) P(X1 € Gr,...,Xn € Gy) = [[ P(Xy € Gy) VGi,...,Gn €Y
k=1

X'n:PX1®...®PX'n'

-----

Wenn E = R? ist, dann sind a)-c) auch dquivalent zu (siche )

d) ¢(X1,.,.7Xn)(§17 R 7‘571) = H (ka(gk) VE€1,...,6n € Rd

k=1

11



Korollar 2.2.11. Es seien X1, ..., X, : Q — R? unabhingige ZV und fi,..., fn : R —
R mepfbar. Wenn f; >0 (i=1,...,n) oder f;(X;) € L'(P) (i =1,...,n), dann ist

E (ﬁ fi(Xi)> = ﬁEfi(Xi);
i—1 =1

insbesondere gilt

fi(Xy) € LYP) Vi = ﬁfi(Xi) e LY(P).
=1

Speziallfall n = 2: X,Y w.a., f,9,h >0, dann
E[f(X)g(Y)] =Ef(2)Eg(Y)
Eh(X,Y) = EA(X,Y) = / / h(z,y) P(X € de)P(Y € dy)

_ E/h(x,Y) P(X € dz) = E/h(X, W) P(Y € dy).

Definition 2.2.12 (Faltung). Es seien pu,v W-Mafle auf (R?, %(R?)). Das durch
prv(B) = [[ 1s(@-+y) pldn)vidy), B e BRY,

definierte W-Map auf (R?, Z(R?)) heifit Faltung von p und v.

Satz 2.2.13. Es seien X,Y : Q — R? unabhingige ZV. Dann ist

Px+y =Px * Py.

Wenn X ~ f(z)dx und Y ~ g(x)dx, dann X +Y ~ h(z)dz mit

hz) = [ £z - 2)gla) do.

Bemerkung 2.2.14. Dieser Satz zeigt, dass Px * [Py das Bildma8l von Px @ Py = Px y
unter der Abbildung R?? — R?, (z,y) +— x + y ist.

Beispiel 2.2.15. Oft bleiben gefaltete Verteilungen (insb. im Fall d = 1) gleich verteilt.
Beispiele hierfiir sind:

L N(u,o2) « N(v,72) = N(u + v, 0% + 72) (Normalverteilung)

2. Tapg*lwg=Tarap (Gammaverteilung)

12



3. B(n,p) * B(m,p) = B(n+ m,p) (Binomialverteilung)

4. Poi(\) * Poi(u) = Poi(A + p) (Poissonverteilung)

Definition 2.2.16 (Varianz, Kovarianz). Es seien X,Y € L?(P) reelle ZV. Dann defi-
nieren wir

~ Varianz VX =E ((X — EX)?). Standardnotation VX = 0% = o2.

- Kovarianz Cov(X,Y) =E (X —EX)(Y —EY)).

Lemma 2.2.17. Es seien X,Y € L*(P) reelle ZV. Dann gilt
a) VX =E(X?) — (EX)? €[0,00);
b) VX <E((X —a)?), d.h. a = EX minimiert a — E (X — a)?).
c) V(aX +b) =a*VX, a,b € R.
d) Cov(X,Y) =E(XY) - EXEY = Cov(Y, X) und Cov(X,X) = VX.
e) V(X +Y) = V(X —Y) = 4Cov(X,Y).
f) V(X +Y)=VX+VY —2Cov(X,Y).

Satz 2.2.18 (Bienaymé). Es seien Xi,..., X, : Q@ — R paarweise unkorrelierte ZV in
L*(P), d. h. E(X;X}) = EX;EX; <= Cov(X;, X}) =0 fiir i # k. Dann gilt

\Y (; Xi> = ;VXi.

13



3 Zufallsvariablen

3.1 Konstruktion von unabhingigen Zufallsvariablen
Sei (€, o7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Lemma 3.1.1 (Inverse Verteilungsfunktion). Es sei F' eine Verteilungsfunktion. Dann
hat F eine eindeutig bestimmte verallgemeinerte, monoton wachsende rechtsstetige In-
verse:

F~(s) = G(s) = inf{t | F(t) > s}.
Fiir beliebige s € [0,1] und t € R gilt
a) F(t) > s < G(s—) <t;
b) F(G(s)) > s und wenn F an der Stelle t = G(s) stetig ist, dann ist F(G(s)) = s;

¢) G(F(t)) >t und wenn G an der Stelle s = F(t) stetig ist, dann ist G(F(t)) =t.

Korollar 3.1.2. Zu jeder Verteilungsfunktion F : R — [0,1] existiert ein W-Raum
(Q, o/, P) und eine ZV X : Q — R, so dafs

P(X <t)=F(t) VteR

gilt.

Korollar 3.1.3. Zu zwei W-Raumen (0, o7, P), (', o/'P') existieren zwei unabhdingige
Zufallsvariablen X, Y mit Pxy = Px ® P},

Definition 3.1.4. Fiir ) # K C I ist

mﬁzxgﬂ:&uK%LJQ

€K ieK

f(i)eQiVieK}

das Produkt der (€;)ick . Weitere Bezeichnungen (K C J C I):
— i-te Koordinate von f € Qg:  f(i);

— Koordinatenprojektion m; : Qp — Q;, f— f(i), i€ I;

Qg — Qu, f f(i), i € K;

Projektion auf Qg : 7r‘f< Q7 = Q, [ flk;

- T = Wf( Q= Qs
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— endliche Indexmengen H = A (I):={K C 1|0 < |K| < c0}.

Fir()# K c L C JCI gilt insbesondere

K K I J L .J
T =Ty W= Ty, und T = TR oy,

Definition 3.1.5 (Unendliches Produkt von Sigma-Algebren). Das unendliche Produkt
A7 = Qe < der o-Algebren (o%)icr ist definiert als

Q/I::a(m,ie[)za(wi_l(,sz/i),iel).

Satz 3.1.6 (Kolmogorov). Es seien (§;, .97, P;)icr beliebig viele W-Raume. Dann exis-
tiert auf (g, <77) genau ein W-Mafi P = P; mit der Eigenschaft, dafs

VHe #: 7wp(P)=Py=QQP; (endliches Produkt).
1€
Das Majf$ P heifst unendliches Produkt der Mafie (IP;)icr: P = @1 Pi.

Korollar 3.1.7. Es seien X;: Q — E, i € I, ZV, die auf demselben W-Raum (2, o/, P)
definiert sind. Dann gilt
(Xi)ier unabhingig <~ Pix,)ier = ®IP’XZ.
~— el

gemeinsame Verteilung ~——
Produktmafs

Mafe auf (Er1,67)

Korollar 3.1.8 (3. Blocklemma). Es seien X; : (Q,9/) — (4, 9%), i € I, unabhdngige
ZV, I = | ek I eine beliebige Partition von I, und

feo | X Q, ® o | — (Elm@@k); ke K,
1€l 1€l

meflbare Abbildungen. Dann sind die ZV
fe (Xi)ier,) : Q@ — Eg, k€K,

unabhdngig.

Bemerkung 3.1.9. Mit dem 3. Blocklemma erweitert sich die Aussage von [2.2.8| auf
beliebig viele (insbesondere auch iiberabzéhlbar viele) Zufallsvariablen (X;);er. Die Un-
abhéngigkeit geht dabei unter den gegebenen Voraussetzungen — getragen von der Exis-
tenz unendlicher Produktmafle nachf auch bei beliebiger Verkettung/Blockbildung

nicht verloren.
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3.2 Charakteristische Funktionen
Sei (), o7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 3.2.1 (Charakteristische Funktion). Es sei X : Q — R? eine ZV. Die
Funktion ¢x : R — C

Px(£) = Ee&N) = /d N P(X edr), ¢eR?
R

heiffit charakteristische Funktion von X.

Beispiel 3.2.2 (Wichtige CF).
a) Degenerierte Verteilung. X ~ ., d.h. X = ¢ ist fast sicher konstant. Dann ist
EeX = it £eR.
b) Bernoulliverteilung. X ~ B(p) = pd; + ¢dp. Dann gilt
]Ee’ifX :pe’if-l + qe’if-o =g _’_per’ g e R.

c) Zweipunktverteilung. X ~ pd, + qdp, a,b € R. Dann gilt

]Ee’LfX — peiaf + qeib§7 g cR.

Fiir p = ¢ = 3 und b = —a erhalten wir insbesondere Ee®*~ = cos(af).

d) Poissonverteilung. X ~ Poi()\), d.h. P(X = n) = e *A\"/nl, n € Ny, wobei X
nur Werte in Ny annimmt. Es gilt

Ee*X = exp {—)\(1 - e’f)} , £€R

e) Gleichverteilung auf [a,b]. X ~ Ula,b], d.h. X hat die Dichte (b—a) L, (2).

Es gilt
b b i
EeiéX:L/ gige gy _ € e £eR.
b—a Jg i&(b—a)’
Fiir a = —1,b = 1 erhalten wir insbesondere Ee®X = smf‘

§

f) (Einseitige) Exponentialverteilung. X ~ Exp(\), A > 0, d.h. X hat die Dichte
)\e_”\w]l[o’oo) (x). Es gilt

A

EeX = )\/ ST AT g = EeR
0 A—ig

16



Lemma 3.2.3 (Charakt. Fn. der Standardnormalverteilung). Es sei G ~ N(0,1) eine
standard-normalverteilte ZV. Die charakteristische Funktion ist

Ee’C = 12 / T e=/2 gy — 6752/2, £eR.
V2r Jr

Satz 3.2.4 (Eigenschaften der charakteristischen Funktion). Es sei X : Q — R? eine
ZV. Die charakteristische Funktion px(§) := Eei6-X) hat folgende Eigenschaften.

a) & — px (&) ist stetig.

b) lpx (] < px(0) = 1.

¢) o-x(§) = vx (=€) = vx(§).

d) Rlex(§)] = E[cos(§, X)] ist die charakteristische Funktion der ZV'Y = eX, wobei
€~ %51 + %6,1 und X unabhdngig sind.

e) lox|? ist die charakteristische Funktion der ZVY = X — X, wobei X ~ X und
X, X unabhdingige ZV sind.

f) Wenn E(]X|") < oo fiir ein n € N, dann evistiert 0%px fiir alle o € N& mit
la| < n. Weiterhin ist 0%px stetig und es gilt

E(X%) = i1 9% (0).

g) Wenn ox 2m-mal an der Stelle & = 0 differenzierbar ist, dann ist E(|X|") < oo
fiir alle n < 2m. Insbesondere ist dann px € C?™(R?).

Satz 3.2.5 (Die Charakteristische Funktion charakterisiert). Es seien (Q, .o/, P), (¥, &', P')
zwei W-Riume, auf denen ZV X : Q — R und X' : ' — R? definiert sind. Genau dann
gilt X ~ X', wenn X und X' die gleiche charakteristische Funktion haben: px = pxr.

Korollar 3.2.6 (Satz von Kac). Es seien X,Y : Q — R zwei ZV, die auf demselben
W-Raum definiert sind. Es gilt X 1Y genau dann, wenn

Ee&XFmY) — geileX) . gl ve g e RY

Satz 3.2.7 (Umkehrformel). Es sei X : Q — RY eine ZV, deren charakteristische
Funktion px € LY(d€) integrierbar ist. Dann gilt X ~ px(z)dx, und die Dichte ist
durch folgende Formel gegeben:

px(@)= @ [ px(©eeds,  aeR
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4 Konvergenz und Grenzverhalten

Sei (2, o7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

4.1 Konvergenz von Zufallsvariablen

Definition 4.1.1 (Konvergenzarten). Die ZV X, X,, : Q@ — R, n € N, seien auf dem-
selben W-Raum (Q, o/, P) definiert.

a) X, konvergiert gegen X fast sicher, wenn

P({we Q] lim X,(w)=X(w)}) =1

Notation: limy e X, = X f.s., X0 2 X.
b) X, konvergiert gegen X in LP, 1 < p < oo, oder im p-ten Mittel, wenn

Xn, X € LP(P) wund lim || X, — X||r =0.
n— o0

Notation: LP-lim, e X, = X, X» 2 X.
¢) X, konvergiert gegen X stochastisch oder in Wahrscheinlichkeit, wenn

Ve >0: lim P(| X, — X| >¢€) =0.
n—oo

Notation: P-limy, e X, = X, X = X.
d) X, konvergiert gegen X schwach oder in Verteilung, wenn

vf € Cy(R) : lim Ef(X,) = Ef(X).

Notation: X, % X, Xp = X oder Px, % Px.

Lemma 4.1.2. Die Limiten in sind eindeutig (und damit wohldefiniert):

f.s./LP /P f.5./LP /P

X, X & X, Y = X=Yfs

sowie
X, x & X, %5y — X~Y

Lemma 4.1.3 (Konvergenzimplikationen). Fir die ZV X,,, X : @ — R, n € N, und
1<p<oogilt
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X, 2 x X, I x
|
X, 2 x
N\
X, 5 X
|
X, % x

Lemma 4.1.4 (»schnelle« stoch. Konv. —> f.s. Konv.). Es seien X,,, X : Q@ = R ZV, so
dass X, L X, und fir eine Nullfolge €, | 0 gelte > 7> o P(|X,, — X| > €,) < 0o0. Dann
folgt X, f—s> X.

Korollar 4.1.5. Es seien X,, X : Q@ — R ZV. Wenn X, LN X, dann existiert eine

Teilfolge (Xn(k))k C (Xp)n mit Xn(k) f—8> X.
k—o00

Lemma 4.1.6. Es seien X,,, X : Q — R ZV, die auf demselben (!) W-Raum definiert
sind. Wenn X f.s. konstant ist, X = ¢, dann gilt

XnﬂXEc <= XngXEC.

Satz 4.1.7 (Konvergenz in Verteilung). Es seien X,, X reelle ZV, die nicht auf dem-
selben W-Raum definiert sein miissen. Dann gilt

X, 5 x = Fx, (z) — Fx(z) fir alle Stetigkeitsstellen x von Fx.

Beispiel 4.1.8 (Gegenbeispiele).
a) L'-Konvergenz == LP-Konvergenz (p > 1).
Xn(w) = ]1[1/n,1)(w) wil/p, X(w) = w P,
b) L!'-Konvergenz == f.s. Konvergenz.
Xn k(@) = L/, (k1) /m) (W), neN, k=0,1,...,n—1.

lexikografisch, also geordnet Xy, 1,..., Xnn—1, Xnt1,1,. ... Offensichtlich X (w) =0
in L', aber X,, x(w) konvergiert an keinem Punkt w
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¢) Stochastische Konvergenz == L!-Konvergenz.
Xn(w) =n IL[O,l/n] (w)’ X(w) =0.
d) Stochastische Konvergenz == f.s. Konvergenz. Siehe Beispiel b).

e) Schwache Konvergenz == stochastische Konvergenz
Die Rademacher-Funktionen R, ~ %(51 + %5_1 erfillen R, 4, Ry, da Ef(R,)

unabhéngig von n ist. Sie konvergieren aber nicht f.s. (da liminf R, = -1 <1 =
lim sup R,, auf ganz (0,1)), und wegen P(|R,, — Ry| > €) = § fiir n # k auch nicht
stochastisch.

Satz 4.1.9 (Lévy 1925). Es seien X, X,, ZV mit Werten in R%. Dann gilt
d
Xp——= X = VEeR!:px,(6) — ¢x(§).

sogar lokal gleichmdfig.

4.2 Konvergenz & Null-Eins Gesetze
Satz 4.2.1 (Borel-Cantelli). Es sei (Ap)nen C <.

a) Z P(Ay) < oo = P(limsup A,,) = P(A,, fir unendlich viele n) =0
n=1 n
b) Wenn die A, paarweise unabhdngig sind, dann gilt

Z P(A;) = oo = P(limsup A,,) = P(A, fir unendlich viele n) =1
n=1 m

Korollar 4.2.2. Fiir die ZV X,,, X : Q — R gilt X, f—5> X genau dann, wenn
Ve > 0:P(|X,, — X| > € fiir unendlich viele n) = 0.

Definition 4.2.3 (Terminale Sigma-Algebra). Es sei (9% );en eine Folge von Mengen-
systemen aus 2f . Setze

%::U(Wn,ﬂnﬂ,...):(r(Uﬂ/i), n € N.

>n

Tso = Nnen Zn heifit terminale o-Algebra.
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Beispiel 4.2.4. Es sei A; € &, i € N. Fur n > m sehen wir, dass .7, D .%,. Daher ist

limsup 4; = ﬂ UAZ' vmeN ﬂ UAi € I

=00 n>1i>n n>mi>n
——
€ In

und somit gilt limsup; ,., A € ey Im = Joo-

Satz 4.2.5 (Kolmogorovsches 0-1-Gesetz). Es seien (X, )nen unabhingige reelle ZV
und

T 1= m T, T =0 (X, Xng1,...).

neN
Fiir alle A € T gilt P(A) =0 oder P(A) = 1.

Korollar 4.2.6. Es sei (X;)ien eine Folge von unabhdngigen reellen ZV und T, die
zugehorige terminale o-Algebra. Jede ZV'Y |, die beziiglich T, mefSbar ist, ist f.s. kon-
stant.

4.3 Grenzwertsatze

Satz 4.3.1 (Maximalungleichung; Etemadi 1985). Es seien Xi,...,X, unabhdingige
reelle ZV. Dann gilt

P(max |Sk| 23t> < 3 max P(|Sk| > t) vt > 0.
1<k<n 1<k<n
Satz 4.3.2 (Lévy). Es seien X1,..., X, unabhdngige reelle ZV. Dann gilt

Sn konvergiert f.s. <= S, konvergiert in Wahrscheinlichkeit.

Korollar 4.3.3 (von Kolmogorov). Es seien (X;)ien C L*(P) unabhdingige reelle ZV.
Dann gilt

ZVX,- < oo = Z(XZ — EX;) konvergiert f.s.
i=1 i=1
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Satz 4.3.4 (Drei-Reihen-Satz; Kolmogorov). Es seien (X;)ien unabhingige reelle ZV.
Die Reihe Y :2, X; konvergiert f.s. genau dann, wenn fir ein (oder fir alle) K > 0 die
folgenden drei Reihen konvergieren:

0 P(Xi| > K) i) Y EXS did) YO VXS
=1 =1 =1

Satz 4.3.5 (Gesetz der kleinen Zahlen). Es sei (X;)ien eine iid Folge von ZV, so dass
PX;=1)=pund P(X; =0)=q=1—p, d.h. X; ~ B(p). Dann gilt

Sp=X1+4+-+ X, ~B(n,p) oder P(S, =k) = (Z)pkq”_k, 0<k<n.

Satz 4.3.6 (Poisson-Approximation). Auf dem W-Raum (2, o/ ,P) seien reelle binomi-
alverteilte ZV S, ~ B(n,p,), n € N, gegeben. Dann gilt

N
. _ . _ =)
nhm npp, = A € [0,00) = nhm P(S,=k)=e E

Satz 4.3.7 (Chebyshev; WLLN). Es seien X; : Q — R, i € N, abzihlbar viele paarweise
unkorrelierte ZV in L*(P). Wenn

n—oo n2 .

lim = Y VX; =0,
=1

dann genigt (X;);eny dem schwachen Gesetz der groflen Zahlen (WLLN), d.h.

. 1 ¢
JEEOP<nz;(Xi_EXi) > e> =0 Ve >0
1=
Konvergenz in Wahrscheinlichkeit
bzw.
- P
=Y (Xi —EX;) ——0
n “
1=1
BEWEISIDEE.

S|

g




n

> (Xi —EX;)

=1

2 1 n
) v (3x)

= VX; —— 0.
2 Z i
(ne)? :

=1
(]

Bemerkung 4.3.8. Das schwache Gesetz der grofien Zahlen [£.3.7)ist die mathematische
Rechtfertigung dafiir, Wahrscheinlichkeiten durch relative Haufigkeiten zu approximie-
ren. Die Annahmen von Chebyshev sind allerdings noch nicht optimal. Es folgt die
optimale Version in [£.3.9]

Satz 4.3.9 (Khintchin). Es seien X; : Q@ — R, i € N, abzdihlbar viele paarweise unab-
hingige und identisch verteilte ZV in L'(P). Dann gilt fiir die Folge (X;);en das WLLN.

Satz 4.3.10 (DeMoivre; Laplace; CLT). Es seien (X;)ien reelle iid ZV und X, € L*(P).
Weiter seien Sy, = X1 + -+ 4+ X, p = EXy und 0> = VX;. Dann gilt

Sp—np 1 b s
lim P R <h) = T2 dy = d(b) — @ beR
Jim (a< o S > \/ﬂ/a e x (b) (a), a,beR,

y
der zentrale Grenzwertsatz, wobei ®(y) = (27‘1’)_1/2/ e 12 dx.

—00

Bemerkung 4.3.11. Der zentrale Grenzwertsatz, vermutlich das wichtigste Resultat
der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie, zeigt, dass eine normierte Reihe von unab-
héngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit endlicher Varianz im Grenzverhalten
normalverteilt sind — unabhéngig davon, welche Verteilung die X; urspriinglich hatten.

Satz 4.3.12 (SLLN; Kolmogorov 1933; Etemadi 1981). Es seien (X;)ien C L*(P) paar-
weise unabhdngige, identisch verteilte reelle ZV. Dann gilt

X 4+ X
limM:EXl f.s.

n—00 n

Bemerkung 4.3.13. Das SLLN liefert im Gegensatz zum WLLN fast sichere statt nur
stochastische Konvergenz des Stichprobenmittels gegen EX; — die theoretische Recht-
fertigung der frequentistischen Wahrscheinlichkeitsinterpretation.
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5 Abhangige Prozesse

Sei (2, o7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

5.1 Bedingte Erwartungen

Definition 5.1.1 (Bedingte Erwartung). Fs sei & C & eine o-Algebra und X € L'(/)
oder X € L%+(£f). Die bedingte Erwartung von X beziglich F ist eine % -mef$bare
7V X7 € LY.F) oder X7 >0 mit der Eigenschaft

VFeﬁ:/Xd}P:/deP.
F F

oder dquivalent:
VF € Z :E(1pX) =E(1rX7)

Wir bezeichnen auflerdem mit

E(X|F) = /X(w)}P’(dw]F) _ Egl(;)X)

die bedingte Erwartung von X geg. F € of und schreiben E(X|.F) := X7 . Weiterhin
heifst P(A|.7) := E(14]%#) bedingte Wahrscheinlichkeit.

Satz 5.1.2. Es sei F C o eine o-Algebra und X € L' (/) oder X € L?Rfr(&z{).

a) Es seien X7 Y7 F-mefbare ZV, die erfiillen.
Dann gilt X7 =Y7 fs.

b) E(X | .F) existiert.

Lemma 5.1.3 (Elementare Eigenschaften). Es seien X,Y € LY(/) oder X,Y € LI%JF (),
c € R und F C of eine o-Algebra.

a) X>0 = E(X|ZF)>0; (positiv)
X=c = EX|F)=c¢ (konservativ)

b) B(X | {0,Q}) = EX;
¢) E(E(X | #)) = EX;

d) E(aX +bY | #) =aE(X | )+ bE(Y | F); (linear)
(a,b € R bzw. a,b >0 wenn X, Y >0);

e) X>Y = E(X |.%)>EY |%). (monoton)
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Satz 5.1.4 (Konvergenzsitze). Es seien X, X, reelle ZV und % C o/ eine o-Algebra.
a) (bed. Beppo Levi) Fir X, >0, X,, 1 X gilt

E(X, | Z)1TEX |.Z) fast sicher.
b) (bed. Fatou) Fir X,, > 0 gilt

E (liminf X,, | #) < lminf B(X, | #) fast sicher.

n—o0 n—oo

c) (bed. dom. Konvergenz) Wenn X, L5 X und | X,| <Y fiir ein Y € LY(P), dann
gilt
nlLI%OE(Xn | #)=E <nlgrolo X | ﬂ) =E(X | .#) fast sicher.
d) (bed. Jensen) Fiir U : R — R konvez und E|U(X)| < oo gilt
UEX|Z2) <EU(X)|F) fast sicher.

Insbesondere gilt fir U(z) =P, 1 <p < oo: [|E(X | F)|rr < || X]|Lr-

Satz 5.1.5 (Besondere Eigenschaften). Es sei X eine ZV und Z eine F -mefibare ZV,
so dass entweder X, X7 € L' (/) oder X,Z > 0.

a) (pull out) B(ZX | ) = ZE(X | F).

b) (tower property) Wenn ¢ C .F C o o-Algebren sind, dann ist
EEX | 7) |9 =EX |9).

c¢) (Projektion) Fiir X € L*(&/) und Y € L*(F) gilt

E[(X —E(X | Z)7] <E[(X - V).

Lemma 5.1.6. Es seien X,Y € LY(&/) oder X,Y € L]%jL(.Q/) und F = o(¥Y) C ;
weiter sei 9 N-stabil und enthalte eine Folge (Gi)ien CY, Gi T Q, so dass [, |X|dP <
oo und [, |Y[dP < oo fiir alle i € N. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

WWG?JXW:/Y&
F F

WWG%/XW:/YW
G G
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Insbesondere bendtigen wir (14.3) nur auf einem »gutartigen« Erzeuger.

Beispiel 5.1.7. Sei X eine ZV und | J;c; F; = 1 eine disjunkte Zerlegung des Grund-
raums, [ € o/, I CN. Dann ist 7 := o(F})ier = {Uje; Fj | J C I} und

E(X|F) = 1rE(X|F)
el

Satz 5.1.8. Fs seien X,Y reelle ZV und % ,9 C of o-Algebren.
a) Fir X € L'(«/) oder X >0 gilt: X 1. & = E(X | #) =EX.

b) Fir X € LY«/) oder X >0 gilt: X,9 | F = E(X|¥9,7)=E(X|9).

Beispiel 5.1.9. Wenn Y : Q — {y1,y2, ...} eine diskrete ZV ist, dann ist

E(X]l{y}(Y))
EX|Y=y)=EX|{Y=y})=] P¥ =y) ’
07 P(Y = Z/) = 07

P(Y =y) >0,

vgl. Beispiel mit 4 = o({Y = y;},7 € N). Fir nicht diskrete Probleme gilt diese
Beziehung nicht mehr.

5.2 Martingale

Definition 5.2.1 (Filtration). Fine Filtration ist eine aufsteigende Familie von o-
Algebren (ﬁt)teb G C o/, d.h.

Vs,tel, s <t:Fs C F.

Wir schreiben Foo = 0 (User Ft)-

Definition 5.2.2 (Martingale). Es sei (X;)ier eine Familie von ZV und (Fi)ier eine
Filtration. Wenn

a) (Xi)er an (Fi)ier adaptiert ist,
b) E|X:| < oo fiir alle t € I gilt,
c) B(X; | Fs) = Xs fur alle s <t, s,t € I gilt,

dann heifit (X, Fi)ier Martingal. Gilt stattdessen
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c’) BE(Xy | F5) > X5 fir alle s <t, s,t € I, dann heif$t (X, Fi)er
Submartingal.

c”) B(Xy | Fs) < X fir alle s <t, s,t € I, dann heifft (X¢, Fi)ier
Supermartingal.

Bemerkung 5.2.3. Ein Submartingal »wéchst«, ein Supermartingal »fallt«.

Lemma 5.2.4. Es seien &1,...,&, reelle ZV und Xy = &1 + -+ + &;. Dann gilt

o(ér,... &) =o(X1,..., Xp).

Beispiel 5.2.5. Es sei (2, &7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

a) Essei (an)nen, C R eine monoton wachsende Folge. Dann ist (X, )nen, = (an)nen,
ein Submartingal beziiglich jeder Filtration in (€, o7, P).

b) Random Walk/Summenmartingal. Es sei (&);eny C L'(&) eine Folge von
integrierbaren iid ZV und %, = o(&1,...,&,). Dann gilt fur die Folge der Partial-
summen X, =& + -+ + &,, Xo:=0, % := {0, Q}

Martingal — E& =0;
X, ist ein ¢ Submartingal — E& > 0;
Supermartingal <= E¢& < 0.

Das folgt sofort aus

E(Xn | gzn—l) - ]E(Xn—l"i_gn | <g.n—l) = IE(‘Xvn—l | gzn—l) +E(£n ‘ ﬂn—l) - Xn—1+E§n-

Fp—1-mb. Enll.Fn_1

¢) Produktmartingal. Es sei (§;);en eine Folge von positiven iid ZV mit E§; = 1 und
Fn=0(&1,...,&). Dann ist X, = [[1"1 &, Xo =1, % = {0,Q} ein Martingal:
1l out
E(Xn | <gsn—l) - ]E(Xn—lén ‘ gn—l) PUZOU Xn—l ]E(gn | ﬂn—l) = Xn—l]Efn - Xn—l‘
(S —

gn J-|—=6/\n— 1
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Beweistaktiken
5.2.6 Konvergenzen
1. P- Konvergenz lost meist das WLLN [{.3.7]

2. L'- Konvergenz 16st meist die Cauchy-Schwarz-Ungleichung g)firp=qg=2
und Y =1 (EX < /E|X|?), falls die Varianzen gegen 0 konvergieren.

3. f.s.- Konvergenz 16st meist das SLLN [£.3.12]
4. d-Konvergenz 16st man mit der char. Funktion [4.1.9

5. Gesetz der kleinen Zahlen: Begriindung fiir die Poisson-Approximation ist immer
n>>1und 0 < p < 1, aber n - p, — A
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