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1 Interpolation

1.1 Das Interpolationsproblem

Motivation. Gegeben seien Temperaturen fy, f1, f2,..., gemessen zu bestimmten Zeitpunkten xg, x1, x2,. ..
Wie grof} ist die Temperatur f(z) zu einem beliebigen Zeitpunkt = € R?

Temperatur

f3 1
fa 1
fi A
fo 1

Zeit

Gesucht ist eine ,sinnvolle* Funktion f: R — R, z — f(z), mit
f(z;i) = fi fir alle 1.
Diese Eigenschaft nennen wir Interpolation.
Definition 1.2 (Interpolationsproblem). Gegeben seien
e n+ 1 paarweise verschiedene Stiitzstellen xg,...,z, € R und
e n+1 Werte fy,..., fn €R.

Sei F(R) eine Klasse von Funktionen R — R. Das Interpolationsproblem besteht darin, ein f € F(R) zu
finden mit

f(z) = fi firallei€{0,...,n}.

Was heifit hier ,sinnvoll“? Die Losung soll in der gewédhlten Funktionenklasse eindeutig bestimmt sein, zum
Beispiel in der Klasse der Polynome.

1.3 Polynominterpolation
Gesucht ist ein Polynom p € R[z] vom Grad hochstens n,
p(z) = ana™ + - + a1z + ao,

das die Interpolationsbedingung p(z;) = f; fiir i = 0, ..., n erfillt.

Lagrange-Interpolation. Fiir j = 0,...,n definieren wir die Lagrange-Basispolynome L;: R — R durch
L [ 28— m) ) ) (o)
o T —wi (x5 — o) - (w —wj1)(@) — wiga) - (25 — o)
i#]

Jedes L; ist ein Polynom vom Grad n, und an den Stiitzstellen gilt die Lagrange-Eigenschaft

L j=k,

Lj(zy) = ij{O Pk



Damit ist

p(x) = zn: fiLj(z)

j=0
ein Polynom vom Grad héchstens n, und es gilt p(zx) = 3; f;d;x = fi. Also erfiillt p die Interpolationsbedin-
gung.

Satz 1.4 (Existenz des Interpolationspolynoms). Zu n+1 beliebigen Datenpaaren (o, fo), - - -, (T, fn) mit paar-
weise verschiedenen x; existiert mindestens ein Polynom vom Grad héchstens n, das die Interpolationsbedingung
erfillt.

BEWEIS. Das oben konstruierte Polynom p(z) = > f;L;(z) leistet das Gewiinschte. O

Satz 1.5 (Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms). Das Interpolationspolynom vom Grad hochstens n ist
etndeutig bestimmit.

BEWEIS. Seien p und p Interpolationspolynome vom Grad héchstens n. Dann ist p — p ein Polynom vom Grad
héchstens n, und an den Stiitzstellen gilt

(p—p)(zi) = p(z:;) —p(w;)) = fi — fi=0, i=0,...,n.
Ein Polynom vom Grad héchstens n mit n + 1 verschiedenen Nullstellen ist das Nullpolynom, also p — p = 0.

g

Aufwand. Die Auswertung eines L; an einer Stelle x kostet O(n) Multiplikationen. Fiir p(z) werden n + 1
solche Auswertungen benétigt, insgesamt also O(n?) Operationen. Geht das schneller?
1.6 Die Newton-Form des Interpolationspolynoms

Wir machen den Ansatz

p(x) =co+ c1(x —x0) + calx —xo)(x — 1) + -+ cp(x —20) - (T — Tpp—1)

n

k—1
=Y a][@—w).
k=0 =0

Wie wahlt man die Koeffizienten cy, ..., c,, damit p die gegebenen Daten interpoliert?
Aus fj L p(zo) = co folgt sofort ¢o = fy. Seien nun ¢y, ..., cj—1 bereits bestimmt. Da alle Terme mit k£ > j den
Faktor (x; — x;) enthalten, gilt
J k—1
!
fi=wlaj) =co+ Y e [ (a; —a),
k=1 =0

also

fi— (Co I e T (g — fvl))
(x5 — m) '

Der Nenner ist ungleich null, weil die Stiitzstellen paarweise verschieden sind.

Cj =

Aufwand. Die Berechnung aller ¢; kostet O(n?) Operationen, sofern man die Produkte Hé:ol (xj — ) schritt-
weise aufbaut. Auch das naive Auswerten von p(z) kostet O(n?) Operationen. Umklammern hilft jedoch:

p(x) :co+(:1;—x0)(cl + (z—z1)(c2 + ...

+ (2 = on2)(en1+ (@ =2 1)) )

Wertet man diesen Ausdruck von innen nach aufien aus (Horner-Schema), so benétigt man nur O(n) Opera-
tionen.



1.7 Interpolation stetiger Funktionen
Mit R[x]<y bezeichnen wir die Polynome vom Grad hochstens n. Das Interpolationsproblem lautet damit: Zu

gegebenen (z;, fi) € Rx R, i=0,...,n, finde ein p € R[z]<, mit p(z;) = f; fir allei =0,...,n.

Definition 1.8 (Interpolation einer Funktion). Sei f € C([a,b]) gegeben und a = xo < --- < x, = b. Gesucht
ist ein p € Rlx]<y, mit p(a;) = f(z;) firi=0,...,n.

Definition 1.9 (Interpolationsfehler). Der Interpolationsfehler ist

If = Pllog = max |f(2) = p(z)].

Satz 1.10 (Approximationssatz von Weierstra8l). Sei f € C([a,b]). Dann existiert eine Folge von Polynomen
(pien © Rla] mit deg(pi) < i, sodass
If = pilloe == 0.

Beispiel 1.11. Fiir die sogenannte Runge-Funktion
PSR f@)= o
D [— )= -—""—
’ ’ 1+ 2522’

geht die Interpolation mit gleichverteilten Stiitzstellen ganz schén schief: Das Interpolationspolynom oszilliert
zum Rand hin immer starker. Merke: Gleichverteilte Stiitzstellen sind in der Numerik keine gute Idee.

ERGANZUNG
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1.12 Der Interpolationsfehler

Wir verwenden die Hilfsfunktion
wx) = (r—x0)(x —x1) - (T — xp).

Satz 1.13 (Fehlerdarstellung). Sei f € C""Y([a,b]), a =29 < -+ < T, = b, und sei p,, € Rlx|<,, das zugehérige
Interpolationspolynom. Dann existiert fir alle x € [a,b] ein &, € (a,b), sodass

AR ()
(@) —pn(x) = mw(ﬂf)-

Insbesondere gilt

[ ()] w(z)| < 1 Hf(”H)HOO [wlloo -

17 = plos = mas CES

a,b] (n + 1)'



BeEWEIS. Full 1: © =z, fur ein k € {0,...,n}. Dann gilt f(x) — pp(z) =0 = w(z).
Fall 2: x # xy, fir alle k € {0,...,n}. Definiere die Hilfsfunktion

g:labl 5 R g(t) = F(8) — pult) — [F(2) — pala)) 2.

w(z)
Dann ist g € C""1([a, b]).
Wir verwenden den Satz von Rolle: Ist g € C' mit zwei Nullstellen zg # z1, so existiert ein £ € (xg, 1) mit
g (¢€) = 0. Als Korollar folgt: Ist g € C™*! mit n + 2 Nullstellen, so existiert ein & mit g("H)(f ) =0.
Zu zeigen ist also, dass g insgesamt n + 2 Nullstellen hat. Fiir t = xy, k € {0,...,n}, gilt

[[io(zr — )

o) = 1) = o)~ ) = pu(a)] =) o,
und fir ¢ = x gilt .
o(2) = £(a) = puli) = 1 (@) = )] T2 0,

Nach dem Satz von Rolle existiert also ein & € (a,b) mit g("*1D (&) = 0. Es ist

n+1 w
$E€) = 1) ~ ) ~ 1) — )] e ()|

w(z)
und
dn+1 dn+1 n dn+1 " dn+1 "
=0
Damit folgt
et ey B (n+1)!

0= 7€) = [£) = pal]

also i)
) = i) = o

und schlieB8lich 1

15 = palloe < gy 17 Tl O

1.14 Tschebyscheff-Polynome

Fiir die Hilfsfunktion w(z) = (z — x¢)(x — x1) - - - (x — xy,) ist

[wlloo = max fw(z)].

z€a,b]
Definition 1.15 (Tschebyscheff). Das n-te Tschebyscheff-Polynom ist

T, (x) = cos(narccos(z)).

Ab jetzt sei [a,b] = [-1,1]. Dann gilt |T,,(x)| <1 fiir alle € [—1, 1], und die Nullstellen von T,, sind

2k —1
xk:cos< 5 77), k=1,...,n.

n
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Lemma 1.16 (Drei-Term-Rekursion). Es gilt To(x) =1, Ti(x) = = und
Thi1(z) =22 Ty (x) — Tn—1(xz) firn > 1.

Insbesondere ist T, fiir n > 1 ein Polynom vom Grad n mit fiihrendem Koeffizienten 27 1.

BEWEIS. Setze § = arccos(z). Dann ist Tp(x) = cos(0) = 1 und T3 (z) = cos(f) = x. Aus dem Additions-
theorem folgt
cos((n+1)0) + cos((n — 1)0) = 2cos(8) cos(nb),

also Tp11(x) + Th—1(x) = 2z T, (x). Per Induktion folgt daraus, dass 7}, ein Polynom vom Grad n mit
fithrendem Koeffizienten 27! ist: Fiir n = 1 ist das klar, und der fithrende Term von 2z T}, ist 2-2" 1zt =
27"+ wihrend T),_; kleineren Grad hat. O

Satz 1.17 (Minimalitét). Das Tschebyscheff-Polynom T, ist minimal beziiglich max,c—1 11| Tn(x)| unter allen
Polynomen vom Grad n mit fiihrendem Koeffizienten 271,

ERGANZUNG
Bemerkung 1.18 (Wahl der Stiitzstellen). Die Hilfsfunktion w(z) = (x — xg) - - - (x — x,,) ist ein Polynom
vom Grad n + 1 mit fiihrendem Koeffizienten 1, also hat 2"w den fiihrenden Koeffizienten 2". Nach dem
Minimalitéatssatz gilt daher
[Wlloo 2 27" 1 Tnt1llee =27,

und Gleichheit gilt fir w = 27" 7,11, also wenn man als Stiitzstellen die Nullstellen von T;,+; wahlt

(Tschebyscheff-Knoten):
2k +1

SE e k=0,...,n
2(n—|—1)ﬂ->’ 0-ccom

Ty :cos<

Fiir diese Wahl liefert die Fehlerdarstellung

1= 2alle < ey 140

2 Splines

Fazit des letzten Abschnitts: Die Polynominterpolation ist doch keine so gute Wahl zur Approximation von
Datensétzen. Sie ist zu aufwéindig und liefert zu grofie Fehler. Wir verfolgen daher eine neue Idee.

2.1 Splinefunktionen

Sei A eine Zerlegung von [a,b], also a = z¢g < -+ < x, = b.

Definition 2.2 (Spline). Fin Spline vom Grad m mit Glattheit | zur Zerlegung A ist eine Funktion s €
CY([a,b]), sodass fiir alle k =0,...,n—1 die Einschrinkung 8| [wp .2 sq) €00 Polynom vom Grad héchstens m ist.

Die Menge all dieser Splines bezeichnen wir mit SL,(A).
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i) I X9 €T3 T4 ) I i) €T3 T4
m=1,1=0 m=2,1=0

Links ein Spline aus SY(A) (stiickweise linear), rechts einer aus S9(A) (stiickweise quadratisch). Beide sind
an den Stiitzstellen nur stetig, dort haben sie im Allgemeinen Knicke.

2.3 C'-Interpolation

Gegeben seien Messwerte fo, f1,. .., f, zu den Stiitzstellen xg, 1, . . ., 7. Gesucht ist ein s € S1(A) mit s(z;) =
fi fur allei =0,...,n.
Wir nehmen an, dass an den Stiitzstellen auch die Ableitungen my, ..., m, gegeben sind. Auf [z, zx11] machen

wir den Ansatz
sp(2) = ap(z — 1) + bp(z — )2 + ez — ) + di

und berechnen ay, b, c, di aus fir, fr+1, Mk, Mmra1. Am linken Rand des Intervalls gilt

sp(xk) = U"‘dk = frs Sp(zR) = U—I—Ck; = M.
=0 =0

Mit hy == k41 — 2k erhalten wir am rechten Rand
!
sk(wi1) = arhi + brhi + mphe + fr = frr1,
!
S;c(karl) = 3akh% + 2bphy + Mg = Mmpy1.
Das ist ein lineares Gleichungssystem fiir a; und by:
R hi\ [a _ | Jerr —mihe — fr (%)
3h% 2hg | \ by M1 — M )
—_——
=A

Wegen det A = 2h{ — 3hi = —h} # 0 existiert genau eine Losung (ay, by), nidmlich

ag) _ 1 2hy  —hi\ [ frer — mehe — fi
bk —hi —3]1% h% Me+1 — Mg )

Lemma 2.4. Es existiert genau ein Spline s € S3(A) mit
sk(k) = fi, sp(r) = muy  sk(@r1) = frrs Sk(Tha1) = Mgt

fir alle k=0,...,n—1.



2.5 Kubische C?-Splines

Fiir s € C? muss zusiitzlich
sp(zp41) = spp1(wp) firallek=0,...,n—2
gelten. Wegen s} (z) = 6ag(z — x1) + 2by, heiit das
1

Sk(l'k—&-l) = 6akhk + Qbk == 2bk+1 = Sg+1($k+1).

Nachstes Ziel: passende my, finden. Die Losung von (x) ist

2 1
ap = _ﬁ<fk+1 — frx) + ﬁ(mk + my11),
k A
3 1
bi (fra1 — fr) — — (2mg + mpy1).

Wir setzen dies in 6aghy + 2by, = 2bi41 ein, also in 3aihg + by = bg41:

2 1 3 1
3(—,7%(@“ = f) e (mat ) + g (st = i) = o (2mi i)
3 1
= 73 (ferz = frr1) = 3= (2mpsr + micy2)
k+1 k+1
3h 3h
= hpramg + 2(higr1 + hi)mgg1 + hegmgo = ;’jl (fe+1 — fu) + ﬁ(fkw — fr+1)-
Jr
Das ist ein lineares Gleichungssystem mit n — 1 Gleichungen und n + 1 Unbekannten my, ..., m,. Zusatzlich

braucht man Randbedingungen. Diese sind flexibel wéhlbar, zum Beispiel:
1. §"(x0) = §"(x,) = 0 (natiirliche Randbedingung),
2. §'(xo) = mg und s'(z,,) = m,, sind bekannt (vollstindige Randbedingung),

3. §'(x0) = §'(zp) und " (zp) = §”(z,,) (periodische Randbedingung); dabei setzt man fo = f, voraus.

2.6 Fehlerabschitzung und Minimaleigenschaft

Satz 2.7 (Fehlerabschitzung). Seien f € C*([a,b]) und s € S3(A) die Interpolierende von f mit passenden
Randbedingungen. Dann gilt

15 = sl < 5o 0 79|

wobei h = maxp—o,  n—1(Tht1 — Tp)-

BEWEIS. Ask a Toddler on the street. O
Alternativ gilt die folgende Abschétzung.

Satz 2.8 (Alternative Fehlerabschétzung). Unter den Voraussetzungen von Satz gilt

1
I1F = sl < 5 A2 112



BEWEIS. Sei r == f — s. Weil s an den n + 1 Stiitzstellen f interpoliert, hat r mindestens n + 1 Nullstellen.
Nach dem Satz von Rolle hat " mindestens n Nullstellen. Benachbarte Nullstellen von 7’ sind héchstens 2h
voneinander entfernt.

Weiterhin ist 7’ stetig auf [a, b], also existiert ein z € [a, b] mit |r'(2)| = ||r’|| .. Sei 2o die z am néichsten gelegene
Nullstelle von 7’. Dann ist |z — z| < h, und mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

nm2 . R/ / _Z//
% = )P = 1) = ) = |

=0
Nun ist 7 stetig, also existiert ein y € [a,b] mit |r(y)| = max,e[qp|r(z)|. Sei yo die y am néchsten liegende
Nullstelle von r. Dann ist |y — yo| < h/2 und

HrHoo = ’T(y) - T(yo)l = ‘/ T‘/(LL’) dm‘ < HTIHOO ‘/ dx’ < = HT/HOO < \f HTHHQ
Yo Yo 2 2

(@) dal ]/ 12 da| < h}r"|2.
20

Also gilt
1
1f = slleo < 5 P21 = 5"l

Es bleibt zu zeigen, dass || f” — s"[|, < || /"],

Lemma 2.9 (Orthogonalitéit). Erfillt s die natiirliche oder die vollstindige Randbedingung, so steht f" —
L?-senkrecht auf s, d. h.
< /. 8//,8”>L2 —0.

BEWEIS. Mit partieller Integration ist

b b
@) = @) da
(*)

b
< % —8//,8”> :/a (f”(:l:) —S”(&?))S”(JZ) de — (f/—SI)S”

Da s auf jedem Teilintervall konstant ist, gilt

z_: ///($k+$k+1)/wkﬂ(f/(x)_s/(x)) da
k=0 Tk

! T + :Iik+1 Th41
z_: ( d ) (f - 5) - =Y,

=0

da s interpoliert.
Nun kann man an s Randbedingungen stellen. Bei der natiirlichen Randbedingung (s” = 0 in a und b) wird der
erste Term 0. Bei der vollstindigen Randbedingung (f’ = s’ in @ und b) wird der erste Term ebenfalls 0. O

Somit ist s” L (f” — "), also auch ||f” — s"||, < || f"]|5- Damit folgt
1
1f = slloe < 572111l -

Satz 2.10 (Minimaleigenschaft). Die S2-Interpolierende s minimiert g +— ||g"|l, in der Menge aller C?-
Funktionen g, die die Interpolations- und Randbedingungen erfiillen.

BEWEIS. Sei s der S3-Spline mit Randbedingungen. Angenommen, § € C? mit § # s interpoliert ebenfalls f,
erfillt die Randbedingungen und es gilt
15711 < 1Is"1l5 -

Dann ist s die Interpolierende von 5. Mit dem Lemma [2.9 gilt aber der Satz des Pythagoras

["]1; = 115" - 5”||2 + 15"l

10
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Wire §" = s, so wire § — s linear mit Nullstellen in zy und z,, also § = s. Daher ist ||§"” — s"||, > 0.

Daraus folgt ||s”||, < ||8"]|,, ein Widerspruch. O

3 Numerische Quadratur

3.1 Quadratur durch Interpolation

Gegeben sei eine integrierbare Funktion f: [a,b] — R. Gesucht ist

Satz 3.2 (Fundamentalsatz). Sei F' eine Stammfunktion von f, also F' = f. Dann ist

Die Stammfunktion F' ist aber héufig nicht bekannt oder schwierig zu handhaben.
Beispiel 3.3. Die Stammfunktion von f(z) = e®” ist die komplexe Fehlerfunktion

x2k+1
(2k+1) k!

F(z) = erfi(z) == erféix) = Z
k=0

Durch gliedweise Differentiation sieht man, dass F' tatséchlich eine Stammfunktion ist.
Besser ist es daher, I(f) numerisch, d. h. approximativ, zu berechnen.

Idee. Wir wissen, wie man Polynome integriert.
o Sei A={a<zy<z <<z, < b} eine Zerlegung des Integrationsgebiets.
e Sei p, das dazugehorige Interpolationspolynom von f.
e Approximiere

I(f) = /ab f(z) dz durch Qn(f) = /abpn(a?) dz.

Mit der Lagrange-Form p,(x) = Y1 f(xx)Lx(z) ergibt Einsetzen

mit reellen Koeffizienten (Gewichten) ay := [ f Li(x) dz, die nicht von f abhéngen.
Wie genau ist diese Approximation? Wir ahnen schon, dass es von der Verteilung der Stiitzstellen abhéngt.

3.4 Die Newton-Cotes-Formeln

Definition 3.5 (Newton-Cotes-Formel). Sei h := b_Ta und xp = a + hk fir k = 0,...,n. Die dazugehorige
Quadraturformel Q,, heifit (abgeschlossene) Newton-Cotes-Formel.

(Roger Cotes, 1682-1716, englischer Mathematiker.) Wichtige Spezialfille sind die Trapezregel und die Simpson-
Regel.

11



Beispiel 3.6 (Trapezregel, n = 1). Die Stiitzstellen sind z9 = a und z; = b, also h = b — a. Die Lagrange-
Polynome sind

Das folgende Bild illustriert den Namen ,, Trapezregel®.

ERGANZUNG

Die Trapezregel ersetzt die Fliache unter dem Graphen von f durch die Fliche des Trapezes unter der
Sekante durch (a, f(a)) und (b, f(b)).

a

Beispiel 3.7 (Simpson-Regel, n = 2). Fir h = b% ist

h

Qo) = 2 fa0) + L f(an) + 5 (o).

3.8 Der Quadraturfehler

Satz 3.9 (Fehler der Simpson-Regel). Sei f € C*([a,b]) und h = 17_7“. Dann ist

1

@) = Il < 7307V

Bemerkung 3.10. Die Standardinterpretation ist: Polynome vom Grad < 3 werden exakt integriert. Bei
Deuflhard und Hohmann (Lemma 9.7) findet sich ein alternativer Beweis, der sogar das stidrkere Resultat

Q2(f) = I(f)] < g 1| £ O _ e
BEWEIS. Wir benutzen die Hilfsfunktion w aus Satz[I.13] fiir die Stiitzstellen a, x1, b:

wz)=(x—-a)(z—z1)(r—b)=(y+h)y(ly—~h) mity=x— .
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Ihr Integral ist

b h
[ w@ar=[ w+my@—ndy=o
da der Integrand ungerade ist. Nach Satz zum Interpolationsfehler von po existiert fir jedes x € [a, b] ein
& € (a,b), sodass

1)~ o) = T )
Wir integrieren iiber [a,b] und addieren eine Null:
b b
[ 18@) = @) da| = | [ [ @) wle) + 51"(€) wla) - 57" (1) (o) da]
b b
= Sl [ty do [(776) @) i) daf
T

1 " " b

< g x| 7€) = 1@ [ (o) da.

Da f € C*, existiert nach dem Mittelwertsatz fiir jedes x € [a,b] ein ¢ € (a,b), sodass

7@ = ") = Q1 < a1

<h

Fiir das Integral des Betrags der Hilfsfunktion gilt

b h h 1
/ lw(z)| do = /_h|(y+ h)y(y—h)| dy = _2/0 (y2 — h)y dy = §h4.
Deshalb ist

[Q2(f) = I(f)] = /ab[f(w) — pa(w)] da| < éh Hf("‘)Hoo/ab]w(x)\ dz = % B )| 0

—1lpa
=zh

Ahnlich zeigt man:

Lemma 3.11 (Fehler der Trapezregel). Sei f € C%([a,b]). Fiir die Trapezregel Q1 gilt

1 1"
Q1) = 1N < 5 1]l -

Wir haben also:

Q1 — h® Trapezregel
Q2 — h® Simpson-Regel
Q3 — h* n =3 (Simpsons %—Regel)

Liefert @3 vermutlich die Konvergenzordnung h7?
Satz 3.12 (Fehler der Newton-Cotes-Formeln). Sei Q,, die n-te Newton-Cotes-Formel.
(a) Ist n gerade und f € C"*2([a,b]), so existiert ein £ € (a,b), sodass

B hn+3f(n+2) (5)

I(f) — Qu(f) = TR /Ont2(t—1)(t—2)...(t—n) dt.

13



(b) Ist n ungerade und f € C"*1([a,b]), so existiert ein & € (a,b), sodass

hn+2f(n+l) (g)

/nt(t—l)(t—2)~-(t—n) dt.
0

Bemerkung 3.13. Nur beim Ubergang von ungerader zu gerader Ordnung gewinnt man also tatséichlich etwas.
Im Prinzip kénnte man Formeln immer hoherer Ordnung nehmen und wiirde immer genauere Approximationen
bekommen.

Ab n > 7 bekommt man aber teilweise negative Gewichte, d. h. in

n

b
Q) =X faar,  av= [ Li@) da

k=0

ist ax < 0 fir manche k. Quadraturformeln mit negativen Gewichten erhalten nicht die Monotonie des Integrals:
b
Aus f(z) > 0 fir alle x € (a,b) folgt / fdx>0.
a

Deshalb verwendet man im Allgemeinen nur Newton-Cotes-Formeln bis n = 6.

3.14 Zusammengesetzte Quadraturformeln
Man verwendet summierte (engl. composite) Regeln.

ERGANZUNG

Sei h = b_T“, T =a+ih firi=0,...,nund 2;_y /5 = z; — % der Mittelpunkt von [x;_1, z;].
e Die zusammengesetzte Trapezregel ist
1 1
To(f) = h(GF(0) + fl@r) + -+ F(enm) + 3 f(@n)).
e Die zusammengesetzte Simpson-Regel ist

Su(f) = B f o) + 55 (1yo) + 2 (@0) + & Fayo) + 2 f @) 4ot & fon) + 5 fracr) + 5 (o).

Satz 3.15 (Fehler der zusammengesetzten Regeln). (i) Fiir alle f € C?([a,b]) gilt
b—a

T (f) = I(F)] < 171

(i) Fiir alle f € C*([a,b]) gilt

[Su(f) = I(N)] < |79

180

BEWEIS. Wir zeigen nur (i). Sei ¢ eines der n Teilintervalle [z;_1, ;] und T),; der zugehérige Summand der
Trapezregel. Nach Satz (b) mit n =1 existiert ein §; € [z;_1, x;], sodass

Summation iiber alle Teilintervalle ergibt wegen h = £=¢

n —a 2 n
N= [ s ar=3 (= [ st ) =3 e = g 23 e

i=1 i=1
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Es ist

. " <
211 <

SHE

> f"(&) < max f"(x).
i=1

z€[a,b]

Da f” stetig ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz ein & € [a,b] mit f”(&) = L 3" | £7(&). Also ist

n

b

10)~ [ @) ae| = P2 r0) < Tt 0

1

3.16 Gauf3-Quadratur

Die Newton-Cotes-Formeln approximieren

b b
/ f(x) dz durch / pn(x) do,

wobei p,, das Interpolationspolynom n-ten Grades fiir gleichverteilte Stiitzstellen ist. Diese Approximation ist
exakt fiir alle Polynome vom Grad hochstens n. Bekannt ist:

o Gleichverteilte Stiitzstellen sind nicht optimal fiir die Polynominterpolation.
e Konnen wir mit anderen Stiitzstellen genauer integrieren?
o Idealerweise:

(a) Wir haben 2n + 2 Freiheitsgrade (n 4+ 1 Gewichte und n + 1 Positionen).
(b) Ein Polynom vom Grad 2n + 1 hat 2n + 2 Koeffizienten.

Hoffnung: Kénnen wir eine Quadraturformel konstruieren, die Polynome vom Grad 2n + 1 exakt integriert?
Aber: Die Positionen der Stiitzstellen gehen nichtlinear in den Fehler der Quadraturformel ein. Deshalb reicht
ein simples Abzéhlen der Freiheitsgrade nicht aus.

Gauf3-Legendre-Quadratur. Die ,Geheimwaffe“ sind orthogonale Polynome. Das sind Familien von Poly-
nomen
PosP1,P2,---  mit p; € Rlz]<,

die paarweise orthogonal sind.

3.17 Orthogonale Polynome
Ein Beispiel fiir ein Skalarprodukt auf Polynomen ist das L?-Skalarprodukt

(P, Q)12 = /abp(a:) q(z) dz.

Lemma 3.18 (Stiitzstellenpolynome). Fiir alle n € N sei @, eine Quadraturformel mit Stitzstellen o, <
Tip < < Tpy, und Gewichten agp, ..., any,. Fir jedes n definiere

Pnt1(7) = (T —2opn) (T —T10) -+ (T — Tppn)-

Ist Q, exakt fiir alle Polynome aus R[z]<2,11, so steht ppy1 L*-senkrecht auf allen Polynomen niedrigeren
Grades, also
Pn+1 L12 DnsPn—1,Pn—2,---

Gilt dies fiir alle n, so sind alle p; paarweise orthogonal, d. h. p; L2 p; fiir alle i # j.
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BEWEIS. Sei ¢ € R[z]<p,. Dann ist ¢ - pp+1 € R[x]<2n+1, also
b

(@, Pnt1)12 = / q(7) ppy1(x) dz = Qn(q - puy1) = Z akn Q(ajk,n)pn—&-l(xk,n) = 0. 0
————

a —
k=0 -0

Definition 3.19 (Legendre-Polynome). Die L?-orthogonale Familie von Polynomen auf [—1,1] mit der Nor-
mierung p,(1) =1 heifit Legendre-Polynome.

Beispiel 3.20. Die ersten Legendre-Polynome sind

w@) =1, m@) =z ) =567 1), psla) = (55— 30).

Gewichtete Integrale.

Definition 3.21 (Gewichtsfunktion). Fine Funktion w: [a,b] — R mit w(zx) > 0 auf [a,b] und w(zx) > 0 auf
(a,b) heifst Gewichtsfunktion.

Ziel: Approximiere

b n
I(f,w) = / w(z) f(z) dx durch Zak f(zg).
@ k=0

Der Fehler der Approximation soll nicht von w abhéngen.

Definition 3.22 (Gewichtetes Skalarprodukt). Das gewichtete L2-Skalarprodukt ist

b
(F.g)w = / w(@) f(z) g(x) de.

Satz 3.23 (Existenz von Orthogonalpolynomen). Fir jede Gewichtsfunktion w existiert eine eindeutig bestimm-
te Familie von w-Orthogonalpolynomen mit fihrendem Koeffizienten 1. Die Polynome geniigen der Dreitermre-
kursion

pi(2) = (z + ok) p—1(z) + Bepe—2(x),  po=1, p-1:=0,
mit
(Pk—1, Pk—1)w
(Pr—2:Pk—2)w’

oy — 7<$pk—1>pk—1>w7 B =
(Pk—1,Ph—1)w

fir k> 1, wobei 81 beliebig gesetzt werden kann, da p—1 = 0.

Beispiel 3.24. e w =1 liefert die Legendre-Polynome.

o w(z) = ﬁ auf [—1, 1] liefert die Tschebyscheff-Polynome.

o w(z)=(1-2)%14z)’ mit o, 3 > —1 liefert die Jacobi-Polynome.
ERGANZUNG
Bemerkung 3.25. Das Tschebyscheff-Gewicht ist in £1 nicht definiert, ebenso das Jacobi-Gewicht fiir

a < 0 oder 8 < 0. Diese Gewichte passen also nicht wortlich zur Definition der Gewichtsfunktion als
Funktion w: [a,b] — R.

Satz 3.26 (Nullstellen von Orthogonalpolynomen). Das Orthogonalpolynom py, € R[z]|<j hat genau k einfache
Nullstellen in (a,b).
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BEWEIS. Seien &1, ..., &, die m verschiedenen Punkte in (a,b), an denen pj, sein Vorzeichen wechselt. Zu zeigen
ist m > k. Definiere

q(x) = (x = &)@ — &) (z — &m).

Das Produkt ¢ pg wechselt sein Vorzeichen in (a,b) gar nicht. Daraus folgt
b

(@.pdu = [ 0(@) g@)pe(a) da 0.

Also hat ¢ mindestens den Grad k, d.h. m > k. O

3.27 Gauf3-Quadraturformeln
Sei wieder Qn.w(f) = Y F—o ar f(zk). Definiere

ay = /abw(:n) Li(z) dz.

Dann ist Q. (f) = [2w(x) pins(2) da.

Satz 3.28 (Exaktheit der Gau-Quadratur). Seien die Stitzstellen xg,...,x, die Nullstellen des Orthogonal-
polynoms ppi1, und sei Qp o (f) = > j—oax f(zr). Dann gilt:

Qnw exakt auf Rlzl<, = Qnuw exakt auf Rz]<oni1.

BEWEIS. Sei p € R[z]<2p+1. Polynomdivision durch py41 ergibt p = g pp+1 + r mit q,r € R[z]<,. Damit ist

/abw(a:)p(m) da = /b w(z) q() pns1(z) do +/ab w(z)r(z) de

a

—(q,pn+1> =0
= Qn w Z ag T xk
= ak [r(z) + q(xr) poi ()] Z ak p(xk) = Qnuw(p)- O
k=0
=p(zk)

Satz 3.29 (Positivitat der Gewichte). Alle Gewichte ay, einer Gauf-Quadraturformel sind positiv.

BEwEIS. Wihle eine Stiitzstelle x; und definiere

q(z) = (L“@)

) = @ a0P (o~ a51)’ (@~ ) (& )

Tr — Tk
ERGANZUNG
Da g den Grad 2n hat, integriert @), ., das Polynom ¢ exakt.
Es folgt
b
/w( ) ( )dx—an Zazqu —akQ(xk)
a =0
sodass )
b B @ e .
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