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Uberblick

Die Vorlesung gliedert sich in folgende Kapitel:
1. Satz tber inverse Funktionen auf Banachrdumen

2. Differenzierbare Mannigfaltigkeiten: Untermannigfaltigkeiten, Mannigfaltigkeiten, Tangentialraum, Vek-
torfelder

3. Differentialrechnung auf Mannigfaltigkeiten: Differentialformen, Orientierung
4. Satz von Stokes

5. Riemannsche Geometrie: Kurven und Fliachen im R"
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1 Der Satz iiber inverse Funktionen

1.1 Differentialrechnung auf Banachraumen

Definition 1.2 (Banachraum). Ein Banachraum ist ein vollstandiger normierter Vektorraum (V,||-||).

Beispiel 1.3.  « (R", ||]|5)
« (C°([0,1]), [Illc) mit der Supremumsnorm ||gll., = supefo 1)l9(t)]
Definition 1.4 (Linearer Operator). Seien E,F Banachriume. Eine lineare Abbildung T: E — F heifit (li-

nearer) Operator. Ein linearer Operator T: E — F' heifit beschrankt oder stetig, wenn ein C' > 0 existiert,

sodass
|Tx||p < Cllz||p fir alle z € E.

Das kleinste solche C' heifit Operatornorm von T' und wird mit ||T ;g ) bezeichnet. Formal ist

[T|
||THL(E,F) = su || || £ = sup ||TxHF7
veB\{0} ITlIE  olp=1

wobei die zweite Gleichheit aus der Homogenitdt von Norm und T folgt.

Bemerkung 1.5. Der Raum L(E, F) der beschriankten linearen Operatoren E — F' ist, versehen mit der
Operatornorm, ein Banachraum. Dafiir geniigt bereits, dass F' vollstédndig ist.

ERGANZUNG

Definition 1.6 (Differenzierbarkeit). Seien E, F Banachrdume, U C E offen, f: U — F und a € U. Die



Abbildung f heifit (Fréchet-)differenzierbar in a, wenn es ein A € L(E, F') gibt mit

i Ifa+ ) = f(a) = Ablly _

0.
h—0 121l

In diesem Full ist A eindeutig und heifit Differential Df(a) := A von f in a. Ist f in jedem Punkt von
U differenzierbar und ist Df: U — L(E,F), a — Df(a), stetig, so heifit f stetig differenzierbar auf U.
Man schreibt dann f € C1(U; F).

Bemerkung 1.7. Ist E = R" so gilt f € C'(U;F) genau dann, wenn fiir jedes a € U die partiellen
Ableitungen

0uf(a) = Jim 1 (Fla+ heo) — (@), i=1,...m,

existieren und die Abbildungen a — 0;f(a) fiir alle ¢ stetig sind, d.h. wenn f stetig partiell differenzierbar ist.
Ist zudem F' = R™, so gilt Df(a)h =V f(a) h mit der Jacobi-Matrix

o fia) - Onfi(a)
Vi@=| .
Orfm(a) -+ Onfm(a)

Satz 1.8 (Kettenregel). Seien X,Y,Z normierte Raume und U C X, V C Y offen. Seien f: U — Y mit
fU)CV und g: V — Z differenzierbar in xo € U bzw. in f(xg) € V. Dann ist go f differenzierbar in xo mit

D(go f)(xo) = Dg(f(x0)) o Df(x0).

Insbesondere ist g o f stetig differenzierbar, falls f und g stetig differenzierbar sind.

BeEwEIS. Ubungsaufgabe. O]

Korollar 1.9. Ist f: U — V differenzierbar in o € U und ezistiert f~1: V — U und ist differenzierbar in

f(zo) €V, so gilt
1

D(f~ ") (f(w0)) = (Df(x0)) .

BeEweEis. Ubungsaufgabe. O

Definition 1.10 (Hohere Ableitungen). Sei f € C1(U;Y). Wir sagen, f ist zweimal stetig differenzierbar,
f € C*(U;Y), falls die Abbildung Df: U — L(X,Y) stetig differenzierbar ist. Ahnlich definieren wir die Riume
C*(U;Y) der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen sowie

C(UY) = () CF(U;Y).

k>1

Bemerkung 1.11. Ist f € C%(U;Y), so ist der Hesse-Operator D?f(xg) symmetrisch.

ERGANZUNG

Das heiit, D% f(xq)(h, k) = D?f(x0)(k, h) fiir alle h, k € X.

Beispiel 1.12. | Abtrennbare“ Funktionen auf R” sind ein wichtiges Beispiel von C'°°-Abbildungen.



Lemma 1.13 (Mittelwertsatz). Sei f: U — Y differenzierbar und liege das verallgemeinerte Intervall
I ={zo+:0< A< 1}
in der offenen Menge U. Dann gilt

1f (o + h) = f(zo)|| < sup [DF(E)] - [[A]-
gel

BEWEIS. Wihle ein stetiges lineares Funktional ¢ € Y’ mit ||y/|| = 1 und

y' (f(zo +h) — f(x0)) = || f(zo + ) — f(x0)]|-

Ein solches 3/ existiert nach dem Satz von Hahn-Banach. Wende nun den klassischen Mittelwertsatz auf die
Hilfsfunktion
e:[0,1] = R, A=y (f(zo + Ah) — f(20)),

mit der Ableitung ¢'(X\) = ¢/ (D f(xo + Ah) h) an. Das liefert ein 6 € (0,1), sodass

1f (o +h) — f(zo)|| = 4 (f (w0 + h) — f(z0)) = (1) — (0) = ¢'(0) = ¥/ (D f (20 + 6h) )
< ||| - IDf(zo + OR)|| - [[h]] < S;é? [DFEI - (IR - O

1.14 Inverse und implizite Funktionen

Satz 1.15 (iiber inverse Funktionen). Seien E,F Banachriume, U C E offen, f € CY(U; F) und a € U so,
dass Df(a): E — F ein Isomorphismus ist. Dann ezistieren eine offene Umgebung V- C U wvon a und eine
offene Menge W C F, sodass flv:V — W bijektiv ist. Die Umkehrabbildung (f|y)~" liegt in C*(W; V). Ist
f € CHU;F), soist auch (flv)~! von der Klasse C*.

Fiir den Beweis formulieren wir den Satz in der folgenden Form.

Satz 1.16 (vom lokalen Inversen). Seien X,Y Banachriume, E C X offen, f: E — Y eine C*-Abbildung,
D f(xo) invertierbar fir ein xo € E und yo = f(xo). Dann gilt:

(a) Es existieren offene Mengen U C X und V CY mit xg € U, yo € V, sodass [ injektiv auf U ist und
JU)y=Vv.

(b) Ist g die Inverse von f (die nach (a) existiert), definiert auf V' durch (g o f)(z) = = fir x € U, so ist
g e Ck(V).

Bemerkung 1.17. Die Aussage (b) gilt fiir C*. Wir beweisen hier nur g € C*(V).

BEWEIS. Setze A := Df(xp) und wéihle A so, dass
2 HA—lH —1. (1)
Da Df in xq stetig ist, gibt es eine offene Kugel U C E mit Mittelpunkt x(, sodass
|Df(x) —Al| <A firzeUl. (2)
Wir ordnen jedem y € Y eine Funktion g, zu, definiert durch

gy(x) =2+ A (y— f(x)), zeU. (3)



Man beachte, dass f(x) = y genau dann gilt, wenn z ein Fixpunkt von g, ist. Wegen Dg,(z) = id—A~'Df(z) =
A7 (A - Df(z)) folgt aus (1) und (2) die Abschitzung

IDgy(2)| < 3, ze€U. (4)
Da U eine Kugel ist, liefert der Mittelwertsatz

lgy(z1) = gy(@2)ll < 5 llor — 22, 21,22 €U, ()

Daraus folgt, dass g, hochstens einen Fixpunkt in U besitzt, sodass f(z) = y fiir hochstens ein z € U gilt.
Damit ist f injektiv auf U.

Setze nun V := f(U) und wéhle yy € V beliebig. Dann gibt es ein zp € U mit yo = f(zg). Sei B eine offene
Kugel mit Mittelpunkt ¢ und Radius 7 > 0 so klein, dass die abgeschlossene Kugel B in U liegt. Wir zeigen,
dass y € V fiir alle y mit ||y — yo|| < Ar gilt. Das beweist, dass V' offen ist.

Wahle y mit ||y — yol| < Ar. Mit g, wie in (3) erhélt man

lgy (o) = zoll = | A7 (y = wo)|| < |47 Ar = 3.
Fiir z € B folgt aus (5)

gy (%) = woll < llgy(=) — gy(@o)ll + lgy(z0) — zo|l < 5 llz — w0l + 5 <,

also g,(z) € B. Man beachte, dass (5) fiir 21,z € B gilt. Somit ist g, eine Kontraktion von B in B. Da B eine
abgeschlossene Teilmenge des Banachraums X ist, ist B vollstéindig. Der Banachsche Fixpunktsatz liefert dann
einen Fixpunkt z € B von g,. Fiir dieses z gilt f(z) =y, also y € f(B) C f(U) = V. Das zeigt (a).

Zu (b): Wahle y € V und y + k € V beliebig. Dann existieren 2 € U und z + h € U mit y = f(z) und
y+ k= f(z+h). Mit g, wie in (3) erhdlt man

gy(x+h)—gy(x) =h+ A [f(x)— f(x+Nh)] =h— A"k
Nach (5) folgt || — A7 k|| < 5 ||| Also gilt |[A~ k| > 3 ||k und
Il < 2|| A7 [kl = A" (1] (6)

Nach (1), (2) und wegen der Neumannschen Reihe hat D f(x) eine Inverse, etwa T (Ubungsaufgabe, siehe die
Bemerkung nach dem Beweis). Wegen

gy+k)—gly)—Tk=h—-Tk=-T[f(x+h) — f(x) — Df(x)h]

folgt aus (6)
lgty + %) —g(y) =Tk _ [T [lf(z+h) = f(z) = Df(z)hl|
it oA 17| '
Fir k — 0 folgt aus (6), dass h — 0. Die rechte Seite der letzten Ungleichung strebt somit gegen 0, also auch
die linke Seite. Damit ist Dg(y) = T bewiesen. Da T die Inverse von D f(z) = D f(g(y)) ist, folgt

Dy(y) = [Df(9(y))] ", yeV. (7)

Schliefllich beachte man, dass Df eine stetige Abbildung von U in die Menge 2 aller invertierbaren Elemente
von L(X,Y) ist und dass die Inversion eine stetige Abbildung von € in die invertierbaren Elemente von L(Y, X)
ist.

ERGANZUNG

AuBlerdem ist g als differenzierbare Abbildung stetig von V nach U, also ist D f o g stetig von V nach 2.

Wendet man dies auf (7) an, so folgt g € C*(V).



ERGANZUNG

Ist f € C*, so folgt g € C*(V) induktiv aus Dg = (Df o g)~!, da die Inversion glatt ist.
]

Lemma 1.18 (Neumannsche Reihe). Sei X ein Banachraum und T € L(X,X) mit ||T|| < 1. Dann ist id — T
invertierbar, und es gilt

(id—1T)~ Z ™.
BeEwEIS. Ubungsaufgabe (Tipp: L(X, X) ist ein Banachraum). Aus

Z 77 < Z I7|" = u:rn

folgt
(id - T) ZT”— lim (id —T) ZT”—%@MZ(T"—T”“)
n=0 n=0 n=0
= lim (T° — 7™ =id,

m—ro0

denn |7+ < ||T||™ " — 0 fiir m — oc.
ERGANZUNG

Genauso folgt ( 0 T") (id—-T) =1id.

Bemerkung 1.19 (zum Beweis vom lokalen Inversen). Im Beweis war
2[4t [=1 (1) wd  Df@)-A| <A firzeU. (2)

Behauptet wurde: Aus (1), (2) und der Neumannschen Reihe folgt, dass D f(z) invertierbar ist.
Argument: Nach (1) ist A = 2HA SA=T] > Wit (2) also

1
2| A1

— 2 HA—1H IDf(z) — Al < 1

I1Df(z) = All <

— 2| A7 Df(z) —id|| < 1
= HAlef(a:) - idH <i<l
Mit T = id — A~'Df(x) ist also ||T|| < 1, und nach der Neumannschen Reihe existiert (id — T)~1 =

(A~1Df (:c))_l. Also ist Df(z) = A(A~'Df(x)) invertierbar als Verkniipfung invertierbarer Operatoren.

Definition 1.20 (Diffeomorphismus). Seien E, F Banachriume, U C E offen und f € C*(U; F). Ist W =
f(U) C F offen, ist f: U — W bijektiv und ist die Umkehrabbildung f~': W — U ebenfalls von der Klasse C*,
so heift f ein C*-Diffeomorphismus zwischen U und W. Fiir k = 0 spricht man von einem Homdomor-
phismus.

Fiir f € C*(U; F), k> 1, und a € U verwenden wir folgende Sprechweisen:



o f ist ein lokaler C*-Diffeomorphismus nahe a, wenn es eine offene Umgebung V von a gibt, sodass
flv ein C*-Diffeomorphismus auf eine offene Menge ist. Nach dem Satz iiber inverse Funktionen ist das
genau dann der Fall, wenn D f(a): E — F ein Isomorphismus ist.

o f ist eine C*-Immersion nahe a, wenn D f(a) injektiv ist.
o f ist eine C*-Submersion nahe a, wenn D f(a) surjektiv ist.

Definition 1.21 (Regulirer Wert). Seien U C R™ offen und f € C*(U;R™). Ein Punkt y € R™ heifit regu-
lirer Wert von f, wenn Df(a) fir alle a € f~*({y}) mazimalen Rang hat.

Beispiel 1.22 (Polarkoordinaten im R?). Betrachte

f:(0,00) xR >R, (r,0) — <7°C059> .

rsin 6
Das Differential ist gegeben durch

cos@ —rsinf
sinf rcosf

Vf(r,&)z( ), det Vf(r,0) =r #0.
Also ist Df(r,0) injektiv und wegen der Dimensionsformel auch surjektiv. Damit ist f nahe jedem Punkt ein
lokaler C*°-Diffeomorphismus. Global ist f dagegen kein Diffeomorphismus, denn wegen f(r,0 + 27) = f(r,0)

ist f nicht injektiv.

Satz 1.23 (iiber implizite Funktionen). Seien E,F,G Banachriume, U C E und V. C F offen, k > 1, ¢ €
CHU x V;G) und (u,v) € U x V so, dass Dap(u,v): F — G ein Isomorphismus ist. Dann existieren eine
offene Umgebung U C U von u, eine offene Umgebung W C G von ¢(u,v), eine offene Umgebung V' C V von
v und eine eindeutige Abbildung ¢: U' x W — V', sodass

o(z,(z,2)) =2 fiir alle (zv,z) € U' x W.
Die Abbildung 1) ist von der Klasse C*, und es gilt

Dii(z,2) = —(Day(a, ¥z, 2)) " o Dip(a, vz, 2)),
Doytp(x, 2) = (Dap(,(x, 2)))

BEWEIS. Definiere
F:UxV —=UxG, F(z,y) = (z,p(z,y)).
Dann gilt
! _
o(r,y) =2 <= F(x,y) = (z,0(z,9)) = (z,2) = (z,y) = F(z,2).
Es reicht also zu zeigen, dass F' lokal invertierbar ist. Dazu wenden wir den Satz iiber inverse Funktionen auf
F an.
Behauptung: DF (u,v): E x F — E x G ist ein Isomorphismus.
Damit existieren offene Mengen U/ € U mit u € U’ und V! C V mit v € V', sodass F|yryyr ein CF-

Diffeomorphismus auf sein offenes Bild U’ x W C U x G ist. Schreibe F~1(z,2) = (z,(z, 2)). Nach Definition
von F gilt fiir alle (z,2) e U' x W

(2,2) = F(F~!(2,2)) = (z,0(z, (2, 2))).-

Nach Definition ist ¢ € C, weil F~! € C*(U’ x W) ist.
Beweis der Behauptung: Fir (e, f) € E x F gilt

DF(u,v)(e, f) = D1F(u,v) e+ DoF(u,v) f



mit
DiF(u,v)e = (e,Dip(u,v)e),
D2F(u7 U) f = (07 D290(u7 U) f))
also
DF(u,v)(e, f) = (e, D1p(u,v) e + Dap(u, v) f).
DF(u,v) ist injektiv: Aus
0= DF(ua U)(ea f) = (€7D180(u7v) e+ DQ(Q(’U,, ’U) f)

folgt e = 0 und Dop(u,v) f = 0. Da Dap(u,v) ein Isomorphismus ist, folgt f = 0.
DF(u,v) ist surjektiv: Zu (é,w) € E x G suchen wir (e, f) € E x F mit

DF(u,v)(e, f) = (e, Dip(u,v) e + Dap(u,v) f) = (€, w).

Also e = &, und f ist Losung von
Dyp(u,v) f =w — Dip(u,v)é. O

Satz 1.24 (iiber Submersionen). Seien E,F Banachriume, U C E offen, ¢: U — F von der Klasse C* und
a € U so, dass Dy(a): E — F surjektiv ist. Zudem existiere ein abgeschlossener Untervektorraum E1 C E mit
E = E; & N, wobei N :=ker Dy(a). Dann ezistiert eine Umgebung U' C U von a, sodass

: U — FxN, &)= (p),Pyx—a)),

ein C*-Diffeomorphismus auf ein offenes Bild ist.

Bemerkung 1.25. Dabei ist Py die kanonische Projektion
Py:E=FE,®&N — N, (e,v)—wv.

In Hilbertrdumen (z.B. im R™) existiert stets ein solches E1, ndmlich £y = N*.

BEWEIS. Es reicht zu zeigen, dass D®(a) bijektiv ist. Es gilt
D®(a)h = (Dg(a) h, Pyh) fir alle h € E.

Surjektivitat: Schreibe h = hy +n mit hy € E; und n € N. Da Dy(a) surjektiv ist und auf N verschwindet,
gilt Dy(a)(E1) = Dy(a)(E) = F, d.h. Dy(a)|g, ist surjektiv. Da hy € E7 und n € N beliebig sind, ist D®(a)
surjektiv.

Injektivitat: Aus 0 = D®(a) h folgt Dp(a)h =0, also h € N, und Pyh =0, also h = 0. O

2 Untermannigfaltigkeiten des R”

2.1 Definition und Charakterisierung

Definition 2.2 (Untermannigfaltigkeit). Fine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit N C RP ist eine
Teilmenge, sodass fiir alle a € N eine in RP offene Menge U 3 a, eine offene Menge V. C RP und ein C*-
Diffeomorphismus ®: U — V' existieren mit

P(UNN)=Vn(R"x{0}).
Wir nennen ® eine (lokale) Flachmachung.

Proposition 2.3. Sei N C RP. Dann sind dquivalent:



(a) N ist eine n-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von RP.

(b) Fiir alle a € N existieren eine Umgebung U C RP von a und eine Submersion g: U — RP™™  sodass
UNN =g 1({0}).

Bemerkung 2.4. Eine Untermannigfaltigkeit ist also lokal die Niveaumenge einer Submersion.

Bemerkung 2.5 (zum Satz iiber implizite Funktionen). (i) Die Einschrankung auf eine Umgebung V' C V
ist fiir die Eindeutigkeit notig, d.h. ¢: U’ x W — V.

(ii) Der allgemeine Fall ¢(x,9(x,z)) = z kann auf den speziellen Fall ¢(z,1(x)) = 0 zuriickgefithrt werden.

BEWEIS VON PROPOSITION [2.3l ,(a) = (b)“: Sei N eine Untermannigfaltigkeit und ®: U — RP? eine Flach-
machung nahe einem Punkt x € N. Definiere

g = ((pn—f—l)' . .,q)p).

Dann gilt U N g~ 1({0}) = UN N. Da ® ein Diffeomorphismus ist, ist g eine Submersion. Die Details sind eine
Ubungsaufgabe.
»(b) = (a)“: Sei 9 € N, U C RP eine Umgebung von zg und g: U — RP™™ eine C*-Submersion, sodass
g1 ({0}) = UNN. GemaB dem Satz iiber Submersionen existiert fiir zg € g~'({0}) eine Umgebung U U von
xq, sodass

D:U = R" xR, 2= (Prer Dg(a0)( — 20), 9(2)),

ein C*-Diffeomorphismus auf sein Bild ist. Wegen der Eigenschaften von g ist ® eine Flachmachung fiir N nahe
ZQ- ]
2.6 Beispiele

Beispiel 2.7 (Sphire). Fiir die Sphire SP~! C RP ist

g:RP\ {0} = R, 2z |z|*—1,

eine Submersion, denn

d
Dg(x)h = —| g(x+th)=2x-h.
dtli=o

Also ist Dg(x): RP — R surjektiv fiir alle z € RP \ {0}: Fiir gegebenes s € R wihle z.B. h = ﬁ x, dann ist
Dg(x) h = s.

ERGANZUNG
Wegen SP~1 = g=1({0}) ist SP~! nach Proposition [2.3|eine (p — 1)-dimensionale C*°-Untermannigfaltigkeit
des RP.
Beispiel 2.8 (Orthogonale Gruppe). Sei
O(k) = {A e R¥>* | 44T =T},

Offensichtlich ist O(k) C GLg(R), die Menge der invertierbaren k x k-Matrizen.

Behauptung: O(k) ist eine @—dimensionale Untermannigfaltigkeit von R¥*¥,
Beweis. Definiere D)
g: RF¥F S REXF 2 RTH— 0 A ATA- T

Sym

Dann ist
Dg(A)B=BTA+ ATB.
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Behauptung: Dg(A): RF¥F — REXF jst surjektiv, falls A € O(k).

Sym

Sei § € R¥** symmetrisch. Gesucht ist B € RF¥** mit
BTA+ATB=35.
Man sieht, dass B = %AS diese Gleichung 16st:

$(STATA+ATAS) =528 =5.

ERGANZUNG
Die Surjektivitdt von Dg(A) ist eine offene Bedingung. Daher ist g auf einer offenen Umgebung von O(k)
in R*** eine Submersion.

Also ist nach Proposition O(k) C R¥** eine (k2 — k(k; 1)) = k(kg D _dimensionale C*°-Untermannigfaltigkeit.
]

Beispiel 2.9 (Spezielle lineare Gruppe). Sei SL(k,R) := {A € R*** . det A = 1}. Die Abbildung
g:RFF SR A detA—1,

ist in jedem Punkt von SL(k,R) eine Submersion (Ubungsaufgabe).

ERGANZUNG
Da die Surjektivitdt von Dg(A) eine offene Bedingung ist, ist g auf einer offenen Umgebung von SL(k, R)
eine Submersion.

Also ist SL(k,R) eine (k? — 1)-dimensionale C*°-Untermannigfaltigkeit von R¥**

Beispiel 2.10 (Spezielle orthogonale Gruppe). SO(k,R) := O(k) N SL(k,R) ist eine @-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit (Ubungsaufgabe).

2.11 Konstruktion von Untermannigfaltigkeiten
Proposition 2.12 (Konstruktionen). Sei N C RP eine n-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit.
(i) Ist ¢: RP — RP ein C*-Diffeomorphismus, so ist auch o(N) C RP eine CF-Untermannigfaltigkeit.

(ii) Sind ¢ > p und i: RP — R? die kanonische Injektion, d.h. i(RP) = RP x {0}47P, so ist i(N) eine n-
dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von RY.

(iii) Ist M C RY eine m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit, so ist M x N C RY x RP eine (m + n)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit.

BEWEIS. (i) Ist z € N und ® eine Flachmachung fiir N nahe z, so ist ® o p~!

nahe ¢(x).

eine Flachmachung fir ¢(N)
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ERGANZUNG
’ )

/\ R™ x {0}
N

(ii) Sei xg € N, U C RP eine Umgebung von xo und g: U — RP™™ eine Submersion, sodass g t{0})=UNN.
Definiere U := U x RY7P und g: U — R?™" durch

g(x1,...,xp)
~ Tp+1
9(x1, e Xy Tpg1s e, Tg) = i
Lq
Man sieht: § ist eine Submersion, weil g eine ist, und §~*({0}) = i(N) N U. Da es zu jedem y € i(N) genau ein
x € N mit y = i(x) gibt, haben wir so fiir alle y € i(N) eine Umgebung und eine Submersion gefunden.

(iii) Stellt man N und M lokal als Niveaumengen von Submersionen dar, so findet man leicht eine solche
Darstellung fiir M x N (Ubungsaufgabe). O

Bemerkung 2.13. Mithilfe der Proposition kann man aus bekannten Untermannigfaltigkeiten weitere kon-
struieren. Zum Beispiel:

e S C R? ist eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
o Nach (ii) ist S* C R3 eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

e Der Torus S x S' C R* ist eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

ERGANZUNG

St c R? St x {0} cR3 S'x S (schematisch im R3)

3 Mannigfaltigkeiten

3.1 Topologische und differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Definition 3.2 (Hausdorff-Raum). Ein topologischer Raum X heifst Hausdorf-Raum, wenn fir alle x1,x2 €
X mit x1 # xo disjunkte offene Umgebungen existieren, d. h. offene Mengen Uy, Us mit z; € U; und Uy NUs = ).

12



Definition 3.3 (Topologische Mannigfaltigkeit). Ein Hausdor(f-Raum X heifit topologische n-dimensionale
(C°-)Mannigfaltigkeit, wenn fiir alle v € X eine Umgebung U C X von x und eine Abbildung ®: U — R"
existieren, die ein Homdéomorphismus auf ihr (offenes) Bild ist. Wir nennen ® eine Karte nahe z.

Definition 3.4 (Atlas). Sei X eine topologische Mannigfaltigkeit. Ein CF-Atlas oder C*-Kartensystem
(Ui, @i)icr fir X ist eine Familie von Karten, sodass X C U;cr Us und fir alle i,5 € I mit U; N U; # O die
Ubergangsabbildung

q)j o ‘13;1: (I)i(Ui N Uj) — (I)j(Ui N Uj)

eine C*-Abbildung ist.

Bemerkung 3.5. (i) Die Bedingung an die Ubergangsabbildungen ist fiir i = j trivial.

(ii) Die Ubergangsabbildungen sind dann C*-Diffeomorphismen, weil U; N U; = U; N U; und (®; 0 ®; 1)~ =
D, o <I>j_1 nach Voraussetzung C* ist.

(iii) Die Indexmenge I muss nicht abzahlbar sein.
Bemerkung 3.6. Die Dimension einer topologischen Mannigfaltigkeit ist wohldefiniert.

BEWEIS. Sind (U, ®) und (V, ¥) Karten mit U NV # 0, so ist

Tod 1: dUNV) = TUNV)

CR™ offen CRF offen

ein Homéomorphismus. Man kann zeigen: Sind A € R™ und B C R* offen und ist A hombomorph zu B, so
folgt n = k. 0

Definition 3.7 (Aquivalente Atlanten). Zwei C*-Atlanten (U;, ®;)ier und (V;,¥;)jcs von X heifen dquiva-
lent, wenn (Ui, ®;)icr U (Vj, V;)jes ebenfalls ein C*-Atlas ist. Das heifit, W; 0 &7 &,(U;NV;) — U;(U; N V)
ist O, falls U; NV, # 0.

Definition 3.8 (Differenzierbare Struktur). Eine Aquivalenzklasse von C*-Atlanten heifit C*-differenzierbare
Struktur auf X. Ein Hausdorff-Raum X mit einer n-dimensionalen C*-differenzierbaren Struktur heifit n-
dimensionale C*-Mannigfaltigkeit.

Beispiel 3.9.  « R” mit dem Atlas {(R",id)}.

o Ist N C RP eine C*-Untermannigfaltigkeit, so ist N mit dem Atlas (U, N N, 7 o ®,|n)zcn eine n-
dimensionale C*-Mannigfaltigkeit. Hier ist ®,: U, — RP eine lokale Flachmachung und 7: R x RP™" —
R™ die kanonische Projektion.

Proposition 3.10 (Produktmannigfaltigkeit). Seien M eine m-dimensionale und N eine n-dimensionale C*-

Manmnigfaltigkeit mit C*-Atlanten (Ui, ®;)ier bzw. (Vj,1;)jeg. Dann ist M x N eine (m + n)-dimensionale
C*-Mannigfaltigkeit, wenn man es mit dem Atlas (U; x Vi, ®; X j)ier,jes versieht. Dabei ist

(i x P5)(u,v) = (Pi(u),1;(v)).

BeEweis. Ubungsaufgabe. O]
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3.11 Topologische Eigenschaften

Proposition 3.12 (Lokale Kompaktheit). Topologische m-dimensionale Mannigfaltigkeiten M sind lokal
kompakt, d. h. fir alle x € M existieren eine Umgebung U, von x und eine kompakte Menge K, mit U, C K,.

BEWEIS. Sei x € M und (U, ®) eine Karte nahe z. Dann ist ® ein Homéomorphismus von U auf die offene
Menge ®(U). Da ®(U) offen ist, existiert ein p > 0, sodass

B, (0(2) = {z € R™ : | — ®(x)] < p}

in ®(U) enthalten ist. Also ist der Abschluss von B, »(®(x)) in ®(U) enthalten. Da B, o(®(x)) kompakt ist,
ist auch K, := ®1(B,/2(®(z))) C M kompakt. Setze V, := ®1(B,)5(®(x))). O

Proposition 3.13 (Zusammenhang). Eine topologische Mannigfaltigkeit ist genau dann wegzusammenhdingend,
wenn sie zusammenhdngend ist.

Erinnerung. Ein topologischer Raum heifit zusammenhingend, wenn er nicht die Vereinigung zweier nicht-
leerer, offener, disjunkter Teilmengen ist. Ein topologischer Raum X heiffit wegzusammenhingend, falls fiir
alle z,y € X eine stetige Abbildung ~: [0,1] — X mit 7(0) = z und (1) = y existiert.

Bemerkung 3.14. Stets gilt
wegzusammenhdngend =—> zusammenhéngend.

Im Allgemeinen gilt aber
zusammenhéngend #=- wegzusammenhingend.

Beispiel 3.15 (Topologische Sinuskurve). Der Raum

S = graph(sin(i)‘(o’lp U {0} x [-1,1] c R?

ist zusammenhéingend, aber nicht wegzusammenhéngend.

ERGANZUNG
Schreibe G = {(z,sin(1/z)) : x € (0,1]} und L = {0} x [-1,1], also S = G U L.
S ist zusammenhdngend: G ist als stetiges Bild des Intervalls (0, 1] unter x — (z,sin(1/z)) zusammenhén-
gend. Zu jedem y € [—1,1] gibt es eine Folge x,, — 0 mit sin(1/xz,) = y, also liegt (0,y) im Abschluss von
G. Damit ist G = GU L = S. Als Abschluss einer zusammenhingenden Menge ist S zusammenhéingend.
S ist nicht wegzusammenhdngend: Angenommen, v = (v1,72): [0, 1] — S ist stetig mit v(0) = (1,sinl) € G
und (1) = (0,0) € L. Da L abgeschlossen ist, existiert ¢y :== min{¢ : y(t) € L} > 0. Fir ¢t < ¢ ist y(¢) € G,
also y1(t) > 0 und ~2(t) = sin(1/71(t)); auBerdem ist 71 (t9) = 0. Wegen der Stetigkeit von 2 gibt es ein
§ > 0 mit |y2(t) — y2(to)| < 3 fiir alle t € [tg — &, t]. Nach dem Zwischenwertsatz enthélt v1([to — d, o)) ein
Intervall [0, a] mit a > 0. Darin liegen Punkte x4 mit sin(1/x4) = 1, also nimmt 9 auf [ty — J, tp] die
Werte 1 und —1 an. Das widerspricht |v2(t) — 72(to)| < 3.
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BEWEIS VON PROPOSITION [3.13l ,<=* gilt stets. Ist M ein zusammenhingender topologischer Raum und
() £ C C M offen und abgeschlossen, so ist C'= M.

»=—="“: Sei M eine zusammenhéngende topologische m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Zu zeigen ist, dass fiir
alle z,y € M eine stetige Kurve v € C%(]0,1], M) mit 7(0) = z und (1) = y existiert. Anders gesagt reicht es
zu zeigen, dass fir alle x € M

!

Cp = {y € M |37 € C%([0,1], M) mit v(0) = =, 7(1) =y} = M.
ERGANZUNG

Wegen z € C, (konstanter Weg) ist C,, # 0.

Behauptung 1: C, ist offen. Seiy € C, und (U, ¢) eine Karte nahe y. Da ¢(U) C R™ offen ist, existiert ein Radius
p > 0, sodass B,(¢(y)) C ¢(U). Fiir jedes z € B,(p(y)) ist t — (1 —t)p(y) +tz ein Weg in C°([0,1], B,(¢(v))),
denn B,(p(y)) C R™ ist wegzusammenhéngend. Definiere nun 4: [0, 1] — M durch

() = ¢ (L = t)ply) +t2).
Dann ist 7 stetig, weil ¢ ein Homdomorphismus ist, und 4 verbindet y mit ¢ ~!(2) € o1 (B,(¢(y))). Wir haben
also fiir jedes y € C,, eine offene Umgebung ¢! (B,(¢(y))) gefunden, die wegzusammenhéngend ist.
ERGANZUNG

Hingt man einen Weg von x nach y und 7 hintereinander, so erhilt man einen Weg von z nach ¢~ !(z).
Also liegt die ganze Umgebung ¢! (B,(¢(y))) in Cy.

Also ist C, offen.

Behauptung 2: C, ist abgeschlossen. Sei y € M\ C,. Dann ist C,, nach Behauptung 1 offen und eine Umgebung
von y. Es reicht zu zeigen, dass C, C M \ Cy, d.h. C,; N C; = 0. Andernfalls gébe es ein z € C; N Cy, und man
konnte « iiber z mit y verbinden. Dann wére y € Cy, ein Widerspruch. Wegen C, C M \ C;, ist

M\C,= |J ¢

offen, also ist C,, = M \ (M \ C) abgeschlossen.
Da M zusammenhéngend ist, folgt C,, = M. Also ist M wegzusammenhéngend. U

3.16 Beispiele differenzierbarer Strukturen

Beispiel 3.17. {(R,id)} ist ein C*°-Atlas auf R. Ein weiterer C°°-Atlas ist {(R,z — 23)}. Allgemein bekommt
man mit {(R,®)} fiir jeden Homéomorphismus ®: R — R einen C*°-Atlas, denn die einzige Kartenwechselab-
bildung ist ® o ®~! = id, also C*°.

Die zugehorigen differenzierbaren Strukturen sind aber im Allgemeinen verschieden. Zum Beispiel ist

{(R,id), (R, z — 2°)}
kein C'-Atlas, weil fiir ¢ = id und (x) = 23 gilt: (pop~1)(z) = z1/% ¢ C*.
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Der projektive Raum RP". Auf R""!\ {0} definiert man die Aquivalenzrelation
x ~y <= span{zr} = span{y}.
Damit ist RP" := (R"*1\ {0})/~ und [z] = span{x} \ {0} fiir [z] € RP".
Proposition 3.18 (Projektiver Raum). RP™ ist eine topologische Mannigfaltigkeit.
Die Topologie auf RP" ist
{m(U): U c R""1\ {0} offen},
wobei : R"1\ {0} — RP", x + [z], die kanonische Projektion ist.

Lemma 3.19 (Hausdorff-Eigenschaft). Die Topologie auf RP™ ist hausdorffsch.

BEWEIS. Seien [x] # [y]. Dann existiert ein r > 0, sodass span B,.(z) N span B,.(y) = {0}. Also ist w(B,(z)) N
7(Br(y)) =0, d.h. 7(By(z)) und 7(B,(y)) sind disjunkte Umgebungen von [z] bzw. [y]. O

Nun geben wir noch einen Atlas an.

Beispiel 3.20 (Atlas fiir RP!). Setze

U = W(RQ \ z1-Achse), p1: U = R, e1([z]) = %,
2
Uy == 7(R? \ 29-Achse), po: Uy — R, oa([x]) = %
1

Dann ist {(U1, 1), (Us, 02)} ein Atlas. Wegen Uy N Us = 7(R? \ Achsen) ist ¢1(U; NUz) = R\ {0}, und die
Ubergangsabbildung

w2001 p1(U1 NUz) — R\ {0}
ist C, denn (2 0 @7 )(t) = % Also ist dies ein C'*°-Atlas.

3.21 Differenzierbare Abbildungen

Definition 3.22 (Differenzierbare Abbildung). Seien M™ und N™ beide C*-Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung
f: M — N heift CF, wenn f stetig ist und fiir alle Karten (U, @) eines Atlas auf M und (V,v) eines Atlas auf
N

Vo fop i pUN (V) - RY

eine C*-Abbildung im iblichen Sinne ist.

Bemerkung 3.23. « Damit sind auch C*-Abbildungen auf C*-Mannigfaltigkeiten erklrt.

o Ist f eine C*-Abbildung beziiglich eines Paares von Atlanten (auf M und N), so auch beziiglich jedes
anderen Paares jeweils dquivalenter Atlanten (Ubungsaufgabe).

Definition 3.24 (Diffeomorphie). Eine Abbildung f: M — N heift C*-Diffeomorphismus, wenn f ein
Homéomorphismus ist und f und f~' von der Klasse C* sind. Existiert ein C*-Diffeomorphismus zwischen M
und N, so heiffen M und N C*-diffeomorph zueinander.

Beispiel 3.25. Sei M = R mit dem C*®-Atlas {(R,id)} und N = R mit dem C>-Atlas {(R,)}, ¥(z) = /3.
Das sind zwei verschiedene C'°°-Mannigfaltigkeiten (siehe oben), aber sie sind diffeomorph: Fir f: M — N,
f(z) =23, ist
bofopl=id
also f € C*°(M,N), und
po ftoyp ™t =id,
also f~1 € C°°(N, M). Dabei ist ¢ = id.
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Bemerkung 3.26. Ist M eine Mannigfaltigkeit und ¢: M — (M) C R™ eine Karte, so ist p=1: (M) — M
ein C*-Diffeomorphismus von ((M),id) nach M (Ubungsaufgabe).

Definition 3.27 (Immersion und Submersion). Sei f € C*(M, N). Dann heifft f Immersion, wenn D(zpo fo
o H(x): R™ — R" fiir alle x injektiv ist, und Submersion, wenn diese Ableitung fiir alle x surjektiv ist.

Bemerkung 3.28. Fiir eine Immersion muss m < n sein, fiir eine Submersion m > n. Die Definition ist wieder
unabhéngig von der Wahl der Atlanten innerhalb der differenzierbaren Struktur.

4 Der Tangentialraum
Fiir eine Untermannigfaltigkeit M C RP ist der Tangentialraum im Punkt x € M definiert als
T.M = {7'(0) : v € C*((=6,8), M), v(0) = x}.
4.1 Tangentialraum von Untermannigfaltigkeiten
Bemerkung 4.2. Ist M nahe xzy € M als Niveaumenge einer Submersion F': B,(xzg) — RP™™ gegeben, so ist

TpoM = ker DF (zg).

Beispiel 4.3. Fiir S C R"*ist " = F~1({0}) mit F(x) = |z|?—1. Wegen VF(z) = 2z ist ker DF (z) = {z}*,
also T,,S" = {x}+.

4.4 Tangentialraum von Mannigfaltigkeiten

Sei nun M™ eine C''-Mannigfaltigkeit. Fiir x9 € M definiere
Puo(M) = {7y € C*((=6,8), M) : § >0 und v(0) = z}.
Auf P, (M) fithrt man die Aquivalenzrelation
Y1 ~ Y2 <= es existiert eine Karte (U, ¢) nahe z¢ mit (¢ 071)(0) = (0 y2)'(0)
ein.
Bemerkung 4.5. Es gilt 71 ~ 72 genau dann, wenn fiir alle Karten nahe g gilt: (o 091)"(0) = (¢ 0 72)'(0).

BeEweis. Ubungsaufgabe. O

Definition 4.6 (Tangentialraum). Der Tangentialraum an M in xq ist

TpoM = Py (M)/~.
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5 Vektorfelder und Fliisse

5.1 Vektorfelder im R”
Definition 5.2 (Vektorfeld). Sei U C R™ offen. Fine Abbildung X: U — R™ heifst Vektorfeld auf U. Ist X
zudem C*, so heifit X ein C*-Vektorfeld.

Definition 5.3 (Integralkurve). Sei X ein C'-Vektorfeld auf der offenen Menge U C R™. Eine C'-Kurve
~v: I — U auf einem offenen Intervall I C R, die fiir allet € I die Gleichung

lost, heifst Integralkurve des Vektorfeldes X.

Definition 5.4 (Fluss). Sei X ein C'-Vektorfeld auf der offenen Menge U C R™ und I C R ein Intervall mit
0 € I. Fine Abbildung
I''IxU—=U,

die fir alle (t,z) € I x U den Gleichungen

or
E(t’ z) = X(I'(¢,x)),
r'o,z)=x

geniigt, heifst (lokaler) Fluss von X.

Satz 5.5 (lokale Existenz eines Flusses). Sei k>1, X ein C*-Vektorfeld auf der offenen Menge U C R™ und
a € U. Dann existieren eine offene Umgebung U C U von a, ein T > 0 und eine C*-Abbildung

I:[-T,7T)x U = U,
sodass fiir alle (t,x) € [=T,T] x U gilt:

or
E(t, z) = X(I(¢,x)), r'o,z) =x.
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