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1 Gewohnliche Differentialgleichungen

1.1 Grundlagen

Definition 1.1.1. (Anfangswertprobleme (AWP)).
Fin Anfangswertproblem (AWP) n-ter Ordnung auf einem Intervall I C R ist

y™() = fty(), ..y D)
y(j)(to):yj, 0<j<n-1

wobei f: I x Up x - x Up_1 — R (mit U; C R offen) gegeben ist.

Bemerkung 1.1.2. Ein AWP héherer Ordnung lédsst sich durch Einfiihrung von Zu-
standsvariablen auf ein dquivalentes System erster Ordnung reduzieren. Deshalb reicht
es, Anfangswertprobleme 1. Ordnung der Form

) {y’(t) = f(t,y(t))
y(to) = vo

zu studieren.

Beispiel 1.1.3. Reduktion: y" + p(t)y’ + q(t)y = r(t) mit y; =y, y2 =y’ = System
/
v\ _( 0 1 w0
Y2 —q(t) —p(t)) \y2 r(t))”

Definition 1.1.4. Eine Funktion y : I — R heifit Losung des AWP, falls y n-mal
(stetig) differenzierbar ist und die Gleichung in (x) sowie Anfangsbedingung erfillt.

1.2 Existenz und Eindeutigkeit

Satz 1.2.1. (Peano). Sei () wie in[1.1.4 Sei f stetig auf einer Umgebung von (to, yo).
Dann existiert mindestens eine lokale Losung vy : J — R% des AWP auf einem Intervall
J um tg.

Bemerkung 1.2.2. Peano garantiert lediglich Existenz — Eindeutigkeit braucht stér-
kere Annahmen.



Satz 1.2.3. (Picard-Lindelof). Sei (x) ein AWP und f(t,y) auf einem Rechteck R =
[to — h,to + h] X Br(yo) stetig und lokal Lipschitz iny (d. h. 3L mit || f(t,y) — f(t, 2)|| <
L|ly — z||). Dann existiert eine eindeutige Losung des AWP auf einem Intervall I C R;
ste entsteht als Fizpunkt der Picard-Iteration

Yn+1(t) = yo + /tt f(s,yn(s)) ds.

Korollar 1.2.4. Stetige Abhingigkeit der Losung vom Anfangswert: Kleine Anderungen
in yo fihren (lokal) zu kleinen Anderungen der Lisung (abschitzbar durch Gronwall).

1.3 Maximale Losungen und Fortsetzbarkeit

Definition 1.3.1. Eine Losung y : Imax — R heift maximal, falls fir alle Losungen
§: 1 — R des AWP gilt: I C Inax

Satz 1.3.2. Unter den Picard-Annahmen besitzt jedes AWP genau eine lokale Losung;
diese besitzt eine eindeutige mazximale Fortsetzung. Entweder ist das mazximale Intervall
unbeschrankt, oder die Losung lduft auf den Rand der Definitionsmenge zu (Blow-up).

1.4 Abschatzungen und Stabilitit
Lemma 1.4.1. (von Gronwall). Sei I = [to,t1) und seien o, f € C(I;R).
1. (Differentielle Form) Ist y € C1(I;R) und erfiillt

Y (t) < at) +B(t)y(t) fir alle t € (to,t1),

so gilt fiir allet € 1

t t .
y(t) < ylto) el PO 1 [ a(s) eli B0 g

to

2. (Integrale Form) Ist y € C(I;R), > 0 und gilt
t
y(t) < a(t)+ | B(s)y(s)ds firallet €I,
to

so folgt fir allet € I

y(t) <alt)+ [ als) Bls) el 20 g,

to



Korollar 1.4.2. Gronwall liefert die klassische Stetigkeitsabschdtzung fiir Lsungen und
die Lipschitz-Abhdangigkeit von Anfangsbedingungen.

Satz 1.4.3 (Stetige Abhéingigkeit vom Anfangswert). Sei f stetig und lokal Lipschitz-
stetig beziiglich y. Seiy : [to,t1] — RY eine Losung zum Anfangswert yo. Dann existieren
Konstanten §,C > 0, sodass fiir alle jjo € B(yo;0) eine Losung i : [to, t1] — R? existiert
und

ly(t) —g(t)| < Clyo — Go| VYt € [to, t1].

Satz 1.4.4 (Differenzierbare Abhéngigkeit vom Anfangswert). Sei f zusdtzlich stetig
differenzierbar beziiglich y. Dann ist die Lésungsabbildung

pr— X(t;p)
differenzierbar. Die Ableitung
v(t) = 0, X (t;90) vo

erfillt die linearisierte Differentialgleichung

wobes



2 Lineare Systeme

2.1 Lineare Autonome Systeme

Definition 2.1.1. Betrachte wieder (x)[1.1.9 Ein System der Form f(t,y) = Ay(t) mit
einer konstanten Matriz A € R4 heifst lineares, homogenes, autonomes System.

Bemerkung 2.1.2. Linear-homogene Autonome Systeme sind so gutartig, dass wir ihre
Losungen direkt hinschreiben kénnen. Insbesondere gelten die folgenden Eigenschaften.

1. Superpositionsprinzip: Sind y;, y2 Losungen, so ist auch ¢1y; +ca2y2 eine Losung.

2. Losungsraum: Die Menge aller Losungen bildet einen Vektorraum der Dimension
d. Qualitativ formuliert: Sei 3’ = Ay ein linear-homogenes autonomes System.
Dann ist

L= {yj =exp(td)e; |1 <j<d= dim(A)}
genau dieser d-dim. Losungsraum. Fiir exp(tA) siche

3. Globale Existenz & Eindeutigkeit: Fiir jeden AW y(tp) = yo existiert eine eindeu-
tige, globale Losung auf ganz R.

Definition 2.1.3. (Matrix-Exponential). Fiir eine Matriz A € C%¥*? ist die Matriz-
Ezxponentialfunktion definiert durch die absolut konvergente Reihe:

Ak A2
exp(A) ::ZFZI—I-A—{—?—I—...
k=0

Satz 2.1.4. Sei A € R¥9. Das AWP o = Ay, y(to) = yo besitzt die eindeutige globale
Losung

y(t) = exp((t — to)A)yo

Lemma 2.1.5. Sei y(t) Losung aus[2.1.4, Dann gilt

% exp(tA) = Aexp(tA) = exp(tA)A



Beispiel 2.1.6. Sei y/(t) = Ay(t) DGL und A ist reell diagonalisierbar. Dann gilt
A=SDS5™!

fir ein S invertierbar und D = diag(\1,...,Aq). Berechne nun exp(tA) mithilfe der
Eigenschaft
exp(SBS™!) = Sexp(B)S™!

= exp(tA) = exp(tSDS™1) = Sexp(tD)S™!

e)\dt

Die Losung ist eine Linearkombination von Termen der Form eit

vektoren (Spalten von S) sind.

vj, wobei v; die Eigen-
Beispiel 2.1.7. Sei die DGL gegeben durch den harmonischen Oszillator.

V' +y=0 = 2 = Az

mit z = (y,y") und

A ist komplex diagonalisierbar.

0 1 —i i\ (i 0\ (/2 1/2
A:<1 0>:<1 1) <o z) <i/2 1/2)

z(t) = exp(tA)z(0) = <_C Zf&i))

Fir z(0) = <(1)>

Reelle Losungen entstehen aus komplex konjugierten Eigenwertpaaren A = a + iw und
haben die Form e (cos(wt), sin(wt)).

Beispiel 2.1.8. Sei y/(t) = Ay(t) DGL und A ist nicht diagonalisierbar. Dann ist den-
noch jede Matrix A dhnlich zu einer Matrix in Jordanscher Normalform J = S~1AS.

J:diag(Jl,...,Jg), Jj :AjI—FNj



wobei Nj ist eine nilpotent ist. Nehme

A:

o O O
O O =
O = O

A ist nilpotent (4% = 0).

2
exp(tA) = T +tA + %AQ -

o O =
O = o+

Allgemein:
exp(tJ;) = eM' exp(tN;)

Losungen enthalten also Terme der Form t*Fe.

2.2 Lineare Zeitvariante Systeme

Definition 2.2.1. FEin System der Form y' = A(t)y + b(t) mit stetigen, zeitabhdngigen
A(t),b(t) : R — R? heifst lineares, zeitvariantes System.

Satz 2.2.2. (Globale Existenz und Eindeutigkeit). Sei I C R ein offenes Intervall,
A(t) und b(t) stetig auf I. Dann hat das AWP y' = A(t)y + b(t), y(to) = yo fir jedes
(to,yo) € I x R? eine eindeutige, globale Losung y: I — R, (folgt aus|1.2.3 und|1.4.1))

Satz 2.2.3. (Fundamentalmatrix). Sei A : I — R¥*? stetig auf I offen. Es existiert
genau eine Abbildung
®:TxT— R

sodass fiir alle tg € I, yo € R? die Abbildung

y(t) == @(t,to)yo

das homogene AWP y' = A(t)y, y(to) = yo lost. @ heifft Fundamentalmatriz und hat
folgende FEigenschaften:

1. ®(t,t) =1
2. Funktionalgleichung: ®(t,s) = ®(t,r)®(r, s)
3. Ableitung: %@(t, s) = A(t)®(t, s)

4. Invertierbarkeit: ®(t, s)~1 = ®(s,t)



Falls A nicht von t abhdngt:

O(t,s) = exp((t —s)A)

O(t,s) =exp (/St a(T)dT)

Lemma 2.2.4. (Lineare Inhomogene Systeme). Mihilfe von Variation der Konstanten.

Falls A(t) = a(t) € R:

Sei ®(t,s) die Fundamentalmatriz von y' = A(t)y. Die Lésung des inhomogenen AWP
y' = A(t)y + b(t), y(to) = yo ist gegeben durch:

y(t) = Bt to)yo + | D(t, 5)b(s) ds

to

Lemma 2.2.5. (Skalare homogene Systeme 1. Ordnung).
Betrachte das skalare AWP y' = f(t)g(y), y(to) = yo-

1. Fall: Wenn g(yo) = 0, ist y(t) = yo eine konstante Losung.

2. Fall: Wenn g(yo) # 0, so ist die Lisung implizit gegeben durch:

/y(t) Lo = [ fs)d
—axr = S)as
Yo g(%) to



3 Untermannigfaltigkeiten

3.1 Grundlagen

Definition 3.1.1. (Parametrisierte Kurve). Eine stetige Abb. v : I — R? heif$t parame-
trisierte Kurve. v heifit requldr, wenn v € C* und ~/(t) # 0.

Definition 3.1.2. (Linge einer C'-Kurve).. Sei v € C'(I,R?). Dann bezeichnet

1) = [ WO

die Linge von .

Definition 3.1.3. (Kurvenintegral).. Fir ein Vektorfeld F ist

LF « dip = /:F(’y(t)) () dt.

Das sogenannte Kurvenintergral unter ~y

Beispiel 3.1.4. Sei
v(t) = (rcost,rsint, ct), te[0,2n].

7 ist C1.

v (t) = (=rsint,rcost,c) = |y (t)]2 = Vr2+c2
Es ergeben sich Lange daher die Lange tiber dem Intervall [0, 27]:
2w
L(v) = / Vr2 +c2dt =2mvr? + 2.
0

Sei ' = (0,0,—1) ein Vektorfeld. Dann ist die physikalisch verrichtete Arbeit entlang
von ~:

2m
/F ~dr = / (0,0,—1) -+/(t) dt = —2mec.
¥ 0

Satz 3.1.5. (Wegunabhingigkeit und Gradientenfelder). Sei Q C R? offen und wegzu-
sammenhdngend, F : Q — R stetig.
Aquivalent sind:

(a) F ist ein Gradientenfeld: 3f € C1(Q) mit F = Vf.

10



(b) F ist konservativ (wegunabhdingig):

F-dx:/ F -dx
7 72

fur alle Kurven 1,y mit gleichen Endpunkten.

Lemma 3.1.6. Sei F' =V f, dann gilt:

L Vi-de = f(v(b)) — F(+(a)).

3.2 Konstruktion

Definition 3.2.1. (Immersion). Seien U C R* offen und ¢ : U — R” eine C'-Abbildung.
Die Abbildung ¢ heiffit Immersion, wenn die Jacobi-Matriz D f(x) fir alle z € U vollen
Rang k besitzt, d.h.

rang(Df(z)) =k fir allex € U.

Definition 3.2.2. (Einbettung). Sei ¢ € C1(U;R") eine Immersion. Falls

VU = oU), x— o)

ein Homéomorphismus (U = ¢(U)) ist, dann heifst 1) Einbettung.

Bemerkung 3.2.3. ¢ Einbettung ist ein lokaler Diffeomorphismus, denn

Dy = Dy

Definition 3.2.4. (Untermannigfaltigkeit). M C R" ist eine k-dimensionale C'' - Untermannigfaltigkeit,
wenn fiir jedes a € M lokal eine der dquivalenten Darstellungen gilt:

(a) Parameterdarstellung: M ist lokal Bild einer Einbettung ¢ : U — R".

(b) Implizite Darstellung: M ist lokal Nullstellenmenge einer Funktion
f:R" >V — R"* mit vollem Rang (rang(Df) =n—kVz € V)

(c) Kartendarstellung: M ist lokal diffeomorph zu R¥.

11



Weitere Darstellung: M ist lokal Graph einer C'-Funktion.

Definition 3.2.5. (Karte, Atlas). Sei M C R" eine k— dim. ql— Untermannigfaltig-
keit. Wir nemnen V.C M offen ein Kartengebiet, falls es V,U und ein ® : V — U

Diffeomorphismus gibt, sodass VN M =V und U N RY = </I\>(‘A/) In diesem Fall heift
® Karte fir M. Fine Familie von Karten (®;);er zu Kartengebieten (V;)ier heifst Atlas
von M, falls U;c; Vi O M.
Beispiel 3.2.6. (Sphire). Betrachte
Sl = {z e R": |23 =1}
ist eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
Implizite Darstellung:
fx)=|z3-1 & Vf(z)=22#0 firze s

Rang der Jacobi-Matrix J f(z) ist

l=n—-(n-1).

S"—1 ist Nullstellenmenge von f.

3.3 k-dimensionales Volumen
Definition 3.3.1. (MafBtensor). Sei ¢ : U — R¥ eine Immersion. Die Abbildung
Gy : U =Ry Jo(y) T Tu(y)

heifit Mafstensor von ¢ und
g7 :=det G,

die Gram’sche Determinante von .

Definition 3.3.2. (k-dim. Volumina). Sei ¢ : U — R"™ eine Immersion und V. C U

mefSbar. Dann heifit
Vol (¢lv) :Z/V\/g“"(y)k’“(dy)

das k—dim. Volumen von .

12



Falls 3¢ : U — R™ Immersion, wobei o(U) = W homdomorph, so nennen wir
Volk(W) = VOlk((p)

das k—dim. Volumen von W.

Bemerkung 3.3.3. Falls ¢, s Einbettungen sind, die W parametrisieren, dann gilt:

Vol (¢1) = Vol (W) = Vol (p2)

3.4 Oberflachenintegral

Definition 3.4.1. (Oberflichenintegral iiber ein Kartengebiet). Sei V' ein Kartengebiet
einer k— dim. Untermannigfaltigkeit der R®. Und v : V — R eine mefibare Funk-
tion. Dann heifit u integrierbar auf V', falls fir eine Finbettung ¢ : U — R"™ mit
U CRF o(U) =V die Funktion (uop)\/g? (Lebesque-)integrierbar auf U ist. In diesem
Fall heifit:

/VudS ::/Uu(so(y)) 9°(y)dy

Das Oberfldchenintegral von u auf V.

Beispiel 3.4.2. Sei V' ein Kartengebiet einer k-dim. Untermannigfaltigkeit M und ¢ :
U — R"” eine Einbettung mit V' = ¢(U).

1. Sei W C V offen in V. Dann ist U’ := ¢~ }(W) offen in U (¢ homéomorph) und
damit U 3 y — 1y/(y)y/g¥(y) meBbar. Es gilt

[ w@ as@ = [ twle@)orwiy = | 10w)/orwdy
\4 U U

— /U/ \/Mdy = Vol (¢|vr)

Da aber ¢|y/ : U' — R”™ eine Einbettung mit p(U’) = W ist, gilt nach dass
VOlk(W) :/ ILW ds
1%
2. Sei V =T'(f) Graph einer Funktion f € C*(U). Sei u : V — R integrierbar. Dann

gilt
[ wds = [ uw. s@)y/1+ VS @)B dy

13



Definition 3.4.3. (Zerlegung der Eins). Sei M eine Untermannigfaltigkeit. Unter einer
Zerlegung der Eins auf M wverstehen wir eine Familie stetiger Funktionen (n;)ier C
C(M) mit abzihlbarer Indexmenge I und folgenden FEigenschaften:

(i) 0 < mi(z) <1 fir alle Punkte x € M und alle i € I.

(7i) Die Familie (n;)icr ist lokal endlich, d. h. fiir jeden Punkt x € M existiert eine (in
M) offene Umgebung V' wvon x, sodass n; = 0 in V' fiir alle bis auf endlich viele
1el.

(iii) Es gilt

> mi(z) =1

i€l
fir alle Punkte x € M.
Ist (V;)icr eine offene Uberdeckung von M (z. B. ein abzihlbarer Atlas von M), so sagen

wir, dass die Zerlequng der Eins (n;)ie; der Uberdeckung (V;);e; untergeordnet ist,
falls zusdtzlich gilt:

(iv) Fiir jedes i € I ist der Trager supp(n;) in V; enthalten.

Satz 3.4.4. Jede Untermannigfaltigkeit des R™ besitzt einen abzihlbaren Atlas (Vi, ¢;)icr
und eine untergeordnete Zerleqgung der Eins n;;cr

Definition 3.4.5. (Oberflichenintegral einer UMf. M). Sei M C R™ eine Unterman-
nigfaltigkeit. Fine Funktion v : M — R heifst messbar auf M, wenn ein abzihlbarer
Atlas (V;)ier und eine diesem untergeordnete Zerlequng der Eins (n;)ier existieren, so
dass die Funktionen un;, i € I, messbar auf M sind.

Gilt zusdtzlich
Z/ |u|n; dS < oo,
icl Vi
so heifit u integrierbar auf M, und
udS = / un; d.S
/M ; Vi 1

heiffit das Oberflachenintegral von u auf M.

14



3.5 Tangentialraiume

Definition 3.5.1. (Tangentialvektor und Tangentialraum). Sei M C R"™ eine Unter-
mannigfaltigkeit und a € M. Fin Vektor v € R™ heifit Tangentialvektor an M in a,
falls eine C'-Kurve y : (—8,0) — M mit § > 0 existiert, so dass

v(0)=a wund ~'(0)=w.

Die Menge aller Tangentialvektoren an M in a heifst der Tangentialraum von M in
a und wird mit
To(M)

bezeichnet.

Satz 3.5.2. (Dimension des Tangentialraums).
Sei M C R™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und a € M. Dann ist der Tan-
gentialraum T,M ein k-dimensionaler Untervektorraum von R™.

Definition 3.5.3. (Normalenraum).
Sei M C R™ eine (n— 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit und a € M. Der Norma-
lenraum von M in a ist das orthogonale Komplement des Tangentialraums:

NoM = (T,M)*.

Beispiel 3.5.4. Sei M C R" implizit durch eine C'-Abbildung f : R® — R™ gegeben
mit

M= {o € R": f(z) = 0},
und sei @ € M. Dann gilt
ToM = span{Vfi(a),...,Vfm(a)}*.
Insbesondere fiir die Einheitssphére
STl ={z eR": f(z) =0} mit f(z)=|z*>-1

ist
Vf(x) =2z.
Fiir @ € S"~! folgt daher

T.8" ' ={veR" :a-v=0}

Der Tangentialraum ist also die Hyperebene durch den Ursprung, die orthogonal auf
dem Vektor a steht.
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Definition 3.5.5. (Einheitsnormalenfeld). Sei M C R™ eine (n — 1)-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit. Unter einem Einheitsnormalenfeld auf M verstehen wir eine
stetige Abbildung

v:M — R",
so dass fiir alle x € M gilt:

v(z) LT,M und |v(z))*=1.

Lemma 3.5.6. Sei M C R" eine (n — 1)-dimensionale, wegzusammenhdingende Unter-

mannigfaltigkeit. Dann gibt es auf M entweder kein oder genau zwei Einheitsnormalen-
felder.

Definition 3.5.7. (Orientierbarkeit). Eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
M C R™ heifit orientierbar, falls sie ein Einheitsnormalenfeld v besitzt. In diesem Fall
nennt man (M,v) eine orientierte (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit

im R™.
Beispiel 3.5.8. (a) Die Sphére
Snl={z eR": |z =1}
ist orientierbar. Die beiden Einheitsnormalenfelder sind gegeben durch
vi(z) = +ux.

(b) Das Mobiusband ist nicht orientierbar .

3.6 Globale Integralsatze

Definition 3.6.1. (C!'-Rand). Sei Q C R"™ offen. Wir sagen, dass Q einen C'-Rand
besitzt, falls fiir alle a € O eine offene Menge U C R™ und eine Funktion f € C'(U)
existieren, so dass V f(x) # 0 fir alle x € U gilt und

a) YNU ={zecU: f(x) =0}

b) QNU ={z e U: f(z) <0}
Ist Q@ C R™ ein Gebiet mit C*-Rand, so liegt Q lokal wm jeden Randpunkt z € 02 immer
nur auf einer Seite des Randes.

Auferdem ist der Rand so requldr (ndmlich eine C'-Untermannigfaltigkeit), dass an
jedem Randpunkt eine eindeutig bestimmte Normale existiert.

16



Lemma 3.6.2. SeiQ C R” offen mit C'-Rand. Dann ist 02 orientierbar und es existiert

genau ein Einheitsnormalenfeld
v:00Q — R"

an 0N), das nach auflen zeigt, d.h.
VaedQ Je>0:a+tv(a) ¢ Q firallet € (0,¢).

Der Vektor v(a) heifit &ullerer (Einheits-)Normalvektor an 0 in a.

Bemerkung 3.6.3. Sei Q C R” offen mit C'-Rand und lokal beschrieben durch
QNU ={ze€U: f(z) <0}, NU ={zeU: f(x) =0},

mit Vf(a) # 0 fir alle a € 99Q.
Dann ist der duflere Einheitsnormalenvektor v(a) genau gegeben durch den normierten
Gradienten:

Vf(a)

) = )

Dieses Vorzeichen des Gradienten wéhlt die Richtung ,nach aulen®, also aus €2 heraus.

Bemerkung 3.6.4. (Divergenz und Rotation eines Vf.).
Sei F = (Fy,..., F,) ein C'-Vektorfeld auf einem offenen Gebiet in R™. Dann ist definiert

— Divergenz:
" OF;
i=1 Iz

divF =

Sie misst die lokale Quell- bzw. Senkenstérke des Feldes.
— Rotation (fiir n = 3):
OF; _ 0
rot ' :=V x F = %@-%@
oFy _ of

Ox1 Ozo

Sie misst die lokale Wirbelstarke des Feldes.

Fiir n # 3 kann die Rotation in R™ iber Differentialformen verallgemeinert werden, in
R? reduziert sich rot F' auf einen Skalar: 01 Fy — 02 F}.
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Satz 3.6.5. (Integralsatz von Gauf).

Sei Q C R™ offen und beschrinkt, und sei Q ein Gebiet mit C'-Rand. Sei U C R™ offen
mit Q C U und sei F : U — R™ ein C*-Vektorfeld.

Dann gilt:

/leF dx—/ F(a a)dS(a),

wobei v : 02 — R™ das aufiere Einheitsnormalenfeld bezeichnet.

Bemerkung 3.6.6. Im Spezialfall n = 1, bei zusammenhéngendem {2, ist ) gerade ein
offenes Intervall der Form 2 = (a,b), F ist ein Skalarfeld und div F = F”.

In diesem Fall liefert der Satz von Gaufl gerade den Hauptsatz der Integral- und Diffe-
rentialrechnung:

b
/ F'(z)dz = F(b) — F(a).
Wir kénnen uns daher den Satz von Gauf} als eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes

der Differential- und Integralrechnung auf héhere Dimensionen vorstellen.

Lemma 3.6.7. (1. und 2. Greensche Formel). Sei Q C R"™ offen und beschrinkt mit
Cl-Rand. Sei f (bzw. g) eine in einer offenen Umgebung von Q einmal (bzw. zweimal)
stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt die erste Greensche Formel:

/f ) Ag(x /Vf Vya dm+/ ) (Vg(a) - v(a)) dS(a).
Im Spezialfall f =1 folgt:
/Ag d$—/ Vyg(a a)dS(a).

Ist f zusdtzlich zweimal stetig differenzierbar in einer offenen Umgebung von €, dann
gilt die zweite Greensche Formel:

| (F(@) Ag(a) — g(x) Af@)do = [ (£ (Vg-v) = (V- v))ds

[2/9]

Bemerkung 3.6.8. Hierbei ist Vg - v gerade die Richtungsableitung von g in Richtung
der dufleren Normalen. Haufig verwendet man hierfiir die Notation

0yg:=Vg-v.
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Satz 3.6.9. (Satz von Stokes im R3).
Sei M C V eine 2-dimensionale orientierbare Untermannigfaltigkeit in R3, die durch

etne Finbettung
o € CYU;R?), U cCR? offen,

global parametrisiert wird.
Sei A C M eine beschrinkte, offene requlire Fliche mit Rand OA, der durch eine C'-
Kurve parametrisiert werden kann. Genauer: Es sei

Q= A) U

offen und beschrinkt, es gelte Q0 beschrinkt mit C'-Rand, und es existiere eine regulire
Kurve
v :[0,1] — R?

mit v(0) = (1), die das Intervall [0,1) bijektiv auf O abbildet.
Wir bezeichnen das duflere Einheitsnormalenfeld mit

v: o0 — R2.

und Q C U.
Dann gilt fir jedes C'-Vektorfeld

F:U—>R?
auf einer offenen Umgebung V C R von M die Identitit:
/ F(z) dx = / rot F(z) - v(x) dS(z),
A A

wobei der Umlaufsinn der Randkurve des Kurvenintegrals auf der linken Seite und die
Normalenrichtung v(z) (wie in (10.5) und (10.7) beschrieben) zueinander passen.

Wir schreiben in Kurzform auch mit dem Kurvenintegral ¢ :

In R2:

F-dx= / (aFQ — 8Fl> dridxs.
Gly) Q\0dr1 Oxo

In R3:

F-da::/(rotF)ode.
0A A
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