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1 Einfiihrung

1.1 o-Algebren, Dynkin-Systeme und Mafle

Definition 1.1.1 (Sigma-Algebra). Sei E eine Menge. Eine Familie o/ C P (E) heifit
o-Algebra, wenn gilt:

1. 0eo
2. Acd = A o
3. (An)nENgv‘Zf = U%O=1 AnEJZf

Korollar 1.1.2. Sei & eine o-Algebra. Dann gilt weiterhin
1. Ec 4
2. ABe« = A\B, AUB, ANBe .«
3. (Ap)nen € = (oo Ap € &

Satz 1.1.3. Sei (<);en abzdhlbar viele o-Algebren tber gleichem Grundraum E. Dann
gilt:

1. o = (;en & st eine o-Algebra.

2. ¥9 C P(F) existiert eine minimale o-Algebra o(9)

Definition 1.1.4 (Topologie). Eine Familie von Mengen O heifit Topologie iiber einem
Grundraum E, falls gilt:

1. ),Ee0O
22.U0VeO=UNVedo
8. (Ui)ien C O = UjenUi € O

Definition 1.1.5. Sei & die Topologie der offenen Mengen im RY, dann ist o(0) =:
B(RY) die Borelsche o-Algebra. Alle Mengen in (R?) heiffen Borel-Mengen.



Satz 1.1.6. Seien 0, €, % die offenen, abgeschlossenen und kompakten Mengen im R,
Es gilt:

BRY =0(0)=0(€) =o(H)

sogar mehr: Die Borel-Mengen werden von offenen oder halboffenen Rechtecken mit ra-
tionalen oder irrationalen Intervalllingen erzeugt.

Definition 1.1.7 (Ma8). Ein positives Maf§ pu : o/ — [0, 00| ist eine Abbildung mit
1. o ist o-Algebra
2. u(® =0
3. (Aj)ien C & paarweise disjunkt, dann ist p(| ey Ai) = D ien 1(Ai)

Falls pp nur 2,3 erfillt, dann heifst u Pramaj.

Definition 1.1.8. Sei yp Maf$ auf E mit o-Algebra o7 . Dann heifit:

~

. (B, ) Mefsraum

2. (E,d,u Mafraum

3. u(F) < oo endliches Maj3
4. w(E) =1 W-Maf
5

. 3(Ai)ieny C o mit A; T E und p(A;) < oo Vi € N o- endliches Majs

Satz 1.1.9 (Eigenschaften von Maflen). Sei (E, </, u) MafSraum, dann gilt VA, B € o
und A;, B; C A :

1. ANB=0= u(AUB) = u(A) + u(B)

2. AC B = u(A) < u(B)

8. AC B,u(A) < oo = u(B\ A) = pu(B) — p(A)

4- W(AUB) 4+ (AN B) = p(A) + u(B)

5. (AN B) < u(A) + pu(B)

6. Ai T A= Ujen = W(A) = sup;ey p(As) = limien p(A;)

7. Bi |l B & p(Bi1) < 00 := iy Bi = pu(B) = infien p(B;) = limien pu(B;)



8. p(Usen Ai) < Dien m(Ai)

Definition 1.1.10. Das d-dim. Lebesque-Maf8 \¢ ist definiert als
A B(RY) — [0, 00]
und es gilt:
1. M(z + B) = M(B), = € R® (translationsinvariant)
2. M(R™1(B)) = \(B), wobei R € O(d,R) (bewegungsinvariant)
3. M(M~Y(B)) = \(B) - | det(M)|

Lemma 1.1.11. Sei (E, ) Mefiraum, u : &/ — oo endlich additive Mengenfunktion
mit u(0) = 0, u(E) < oo. Dann ist u genau dann ein Maf, falls eine der drei Dinge
erfillt ist:

1. p ist stetig von oben, A; T A = U;eny = 1(Ai) T pu(B;)
2. p ist stetig von unten, A; | A = N;en = p(4s) I p(B;)

3. w ist stetig bei "Null”: wie 2) nur B = ()

Definition 1.1.12 (Dynkin-System). Eine Familie 9 C P(E) heifit Dynkin-System,
falls

1. FEc9
2.De92=D%c9

3. Dien paarweise disjunkt = | |;cy Di € 9 (schwicher als o-Algebra )

Satz 1.1.13. Fir alle 9 C P (E) existiert ein minimales Dynkin-System 9 mit ¢ C 9
(schreibe 9 =: §(¥)). Weiterhin

G CHY)Co(9)

Lemma 1.1.14. & Dynking-System und N-stabil < 2 ist o-Algebra



Lemma 1.1.15. ¥ C Z(F) und N-stabil = 6(9) = o0(9)

Satz 1.1.16 (Eindeutigkeit von Maflen). Sei (E, ) ein Meffraum, u,v Mafle auf o/ =
o(94) mit

a) ¢ ist N-stabil
b) I(Gi)ien C ¥, Gi T E und p(G;) < oo, v(G;) < o0, Vi € N

Dann gilt:
ple =vlg = o) = Vo)

Definition 1.1.17. FEine Familie von Mengen . C & (E) heifit Halbring tiber E, falls
1. hes
2.8Te=5NTes

3. ¥S, T € . 351,...,5n € ., m < oo, paarweise disjunkt, sodass S\T = | [[* S; =
S

Satz 1.1.18 (Carathéodory). Sei.” ein Halbring auf E und sei y : . — [0, 00] Pramaf,
d.h.

a) p(0) =0
b) 1(lUien Si) = Xien 1(Si) VS; € 7 pw. disjunkt (also auf 7 o-additiv)

Dann existiert eine Fortsetzung von p auf (), sodass u ein Maf ist. Falls zusdtzlich
Satz b) erfillt ist, dann ist diese Fortsetzung sogar eindeutig.



2 Mef3barkeit

2.1 MefB3bare Abbildungen

Definition 2.1.1 (MeBbare Abbildung). Seien (E, ), (E, ") 2wei Mefraume. Eine
Abbildung T : E — E' heifst of | «/" -mefibar, falls

VA eo': TV A)ed' b T HI')CoA

Lemma 2.1.2. Sei &' = o(9'") fir 9’ c Z(E'). Dann gilt:

T:of — o istod | -mb.<=VNG €9 TG e o

Es reicht also T am Erzeuger zu untersuchen.

Korollar 2.1.3. Seien S,T : o — /' mefibare Funktionen. Dann ist
S+T1,5-T,SoT

wieder mejf$bar.

Satz 2.1.4. (BildmaB). Sei T : (E, <) — (E', ") eine mefbare Abbildung und v ein
Maf auf (E, A). Dann definiert

p(A) = v(T7H(4)

ein Maf$ auf (E,.o/"). Dieses nennen wir Bildmafl von v unter T (schreibe T(v),voT~1)

2.2 Existenz und Eigenschaften meflbarer Funktionen

Definition 2.2.1. Eine Funktion u : E — R heifit mefibar, fallsw : (E, ) — (R, Z(R))
eine o/ | B(R)- mefbare Abbildung ist. Schreibe:

- {u € B} ={z € E|u(z) € B} =u"Y(B)
- {u>w} ={z € Flu(z) > w(z)} (analog >, <,<,=,#)

-{u>a} ={r € Elu(z) > a} =u([a,0)) (analog >,<,<,=,#)

Lemma 2.2.2. (Mefibarkeitskriterium). v : (E, o) — (R, Z(R)) ist genau dann mef-
bar, falls eine der folgenden Bedingungen erfillt ist.



1. {fu>a}led
2. {lu>a}led
3 {u<aled
4. {fu<a}ed

fir alle a aus R, Q oder einer anderen dichten Teilmenge aus R.

Definition 2.2.3. R := R U {400} ist die Zwei-Punkt-Kompaktifizierung von R. Es
tbertragen sich die Begriffe:

- @(R) 1= 0(B(R), {0, {oc}, {00}, {£oc}})
- B(R) =RNAB(R) Spur-o-Algebra

- B(R) wird erzeugt durch [a,], a € R/Q

Definition 2.2.4. Es sind .£° (/) bzw. fﬁ?(szf) die Mengen der mefbaren bzw. R-wertig
mefbaren Funktionen u : (E, <) — (R, Z(R))/(R, Z(R)). Wir schreiben auch £%% (o)
fiir diejedingen u’s die positiv und mefSbar sind.

Definition 2.2.5. Die Menge der einfachen Funktionen &(<f) ist definiert durch

m
E(d) = {g e L% g(z) = Zyl <1, vi €R, A; € & puw. disjunk’t}
i=1

Lemma 2.2.6. (Sombrero). Sei u € %% (/). Dann existieren (fy)nen € &() mit
fan >0, fng1 > fo > ... und sup, ey fn = w(x). Zusdtzlich gilt:

1. fn — u gleichmdfig, falls |u| < oo

2. u: E — R ist Limes von f, mit | fn] < |un|

Korollar 2.2.7. Sei (up)nen C fﬁ?(;z/). Dann gilt:

SUp Up, inf u,, limsup u,, liminf u,, € fﬁ?(d)
neN neN neN neN

Falls limy, ey uy, existiert, dann auch limpen uy, € 95,%?(427 ).



Korollar 2.2.8. (Komposition mb. Funktionen). Seien u,v : E — R o/ | 2(R)- mefbar,
dann ist:
u~+ v, u-v, max{u,v}, min{u,v}

wieder mefbar. Falls v='({+o00}) =0, dann auch u — v mefbar.
Lemma 2.2.9. (Faktorisierungslemma). Fs sei T : (E, /) — (E', ") eine o | o' —
mefsbare Abbildung. Dann ist folgendes dquivalent:

i. u: B — R ist o(T)/%B(R)- mefSbar

ii. Es existiert ein w: (E', ') — B(R) mefibar, sodass u=woT.

2.3 Integral positiv-meflbarer Funktionen

Definition 2.3.1. Es seiu € Zﬁ?ﬁ(ﬂ’). Das p-Integral von w ist definiert als:

/Eu dp ==sup{l,(g9) | g € EX(H),g < u}

wobei 1,3 ;en @i - La;) = D ien Tilt(A;)

Satz 2.3.2. (Beppo-Levi). Sei (un)neny C fﬁ?’+(u) aufsteigend, also
up <ug < ---. Dann gilt:

1. u = supu, = lim u, mefbar und nicht-negativ
neN neN

1. /sup Uy, dp = sup/un dp € [0, <]
neN neN

Lemma 2.3.3 (Eigenschaften des Integrals). Seien u,w € fﬁ?’Jr(u), A € o. Dann gilt:
1. [14dp = p(A)
2. [oudp =a f[udyp wobei a € R (pos. homogen)
3. [u+wdp = [udp+ [wdu (additiv)

4. u<w= [udp < [wdu (monoton)



Lemma 2.3.4. Sei (w;)ien C fﬁ?(d), w; > 0. Dann gilt

ZwiE.iﬂﬁ?(Q/) und /Zwid,u:z:/widue[(),oo]

1eN 1€EN 1€EN

Lemma 2.3.5. (von Fatou). Sei (u;);en C fﬁ?(d), u; = 0. Dann ist

— T ) 20 .. A < limi A
u: luiré%nfulefR(d) und /hrgéll\]nfu,du\hrgéll\{nf/uzdue[0,00]

2.4 Integral mef3barer Funktionen
Definition 2.4.1. Eine Funktion u : E — R heifit p—integrierbar, falls
1. ue fﬁ?(%)
2. [max{u,0} du, [min{u,0} du < co
Dann heifst
/u dp = /max{u,O} dp — /min{u,O} dp
das p—Integral. Wir bezeichnen mit

1
gﬁ(Ea '/(2{7 M)

den Raum aller R—wertig p—integrierbaren Funktionen

Satz 2.4.2. (Integrabilitdtskriterium). Sei u € fﬁ?(ﬂ ). Dann ist dquivalent
a) u € Zﬁf(u)
b) ut = max{u,0},u” := min{u,0} € .,2%(”)
o) [u] € L)

d) Jw € fé(u),w >0 mit |u] <w

Korollar 2.4.3. Seien u,w € .,"L%(u), a € R. Dann
1. au € .i%(u) und [oudp = [udp (homogen)

2. utwe L(p) und [u+wdp = [udp+ [wdp (additiv)
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3. max{u,w} min{u, w} € ,,i%(u) (Verband)
4. u<w= [udp < [wdp (monoton)
5.1 Judp|< [ |u] du (Dreiecksungleichung)

Definition 2.4.4. Sei u € .i%(u) oder 3%*(%). Dann ist

[ wdni= [ @) La@pntda)

Lemma 2.4.5. (Dichtemaf}). Sei u € i%?*(szf). Dann ist fir alle A € &/

A (A) ::/Aud,u

ein Mafl (mit Dichte u) auf (E, )

11



3 u—Integrabilitat

3.1 Nullmengen

Definition 3.1.1. Fs sei (E, </, 1) ein Mafraum.
1. Wir bezeichenen mit A, :={N € o | u(N) = 0} die mefbaren p—Nullmengen
2. Eine Eigenschaft 11(x) gilt p—fast-iberall (u-fi), wenn

{z € E|II(z) gilt nicht} C N € A},

Satz 3.1.2. Seiu € fﬁ?(ﬂi). Dann ist
a) [luldpy=0<=|u| =0 pu—fi <= p{u#0}=0
b) Ne N, = [yudu=0

Korollar 3.1.3. Es seien u,w € Zﬁ?(yi) und u = w p—fi. Dann gilt
a) u,w>0= [udp= [wdyu €0,

b) ueiﬂﬁf(u)iwecfﬁ%(u) und [udp = [wdu

Korollar 3.1.4. Seien u € .,Sfﬁ?(szf),w € i%(u). Dann gilt

Ul Sw i fii= u € Zw)

Korollar 3.1.5. (Markov-Ungleichung). Fir u € fﬁ%(u), Aec o ,c>0

Lop({lul > e} N A) < £ [y |ul du

2 p({lul > e}) < 1 [ [u] dp

Korollar 3.1.6. Fir jedes u € .i%(u) existiert ein @ € £ (n) R—wertig mit u =
u—fii (Jedes integrierbare R—wertige u ist auf Nicht-Null-Mengen reellwertig)

12



3.2 Konvergenzsitze
Satz 3.2.1. (iiber monotone Konvergenz).

a) Sei (un)neny C L (1) mit up < -+ < ui=sup,eyUn (un T u). Dann gilt
ue.ﬁ%(u)@sup/undu<oo
neN

genauso wie
/udu:/supundu:sup/undu
neN neN
b) (wn)neny C L) mit wy > -+ > w = inf ey wy, (wy, | w). Dann gilt
w e .L%(,u) @ggg/wn dp > —o0

genauso wie

— [ int — inf
Jro= [ g o= it f o

Satz 3.2.2. (iiber dominierte Konvergenz). Sei (up)nen C Zﬁ}(,u) und es gelte

1. up(z) =5 u(z) Vz € E (u, konvergiert punktweise)

2. Jw € gﬁ}(u) und Yn € Nyoz € E : |u(x)| < w(z) (Es gibt eine integrierbare
Majorante).

Dann gilt:
lim undu:/limundu:/udu
n—oo

n—oo

und
lim [ |u, —u|dpg=0

n—oo

13



3.3 Parameter-Integrale

Lemma 3.3.1. (Stetigkeitslemma). Fs sei u : (a,b) x E — R, (a,b) C R offen und es
gelte:

1.z —u(t,z) € LY (u) Vt € (a,b) fest
2. t— u(t,z) stetig Vx € E fest
3. |u(t,r)]| <w(x) Vte (a,b),r € E und ein festes w € L (1)

Dann ist
s Ut) = /u(t,:v),u(d:c) eR

stetig auf (a,b)

Lemma 3.3.2. (Differenzierbarkeitslemma). Es sei u : (a,b) x E — R, (a,b) C R offen
und es gelte:

1. x> u(t,z) € L) Vte (a,b) fest
2. t — u(t,z) differenzierbar Vz € E fest
3. wu(t, )| <w(z) VY(t,x) € (a,b) x E und ein festes w € L1 (p)

Dann ist
ts U(t) = /u(t,a:)u(dx) €R

differenzierbar auf (a,b) und

%U(t) = Z/u(t, x)p(dx) _/gtu(t’ z)p(dz)

3.4 Riemann vs. Lebesgue - Integrale

Satz 3.4.1. (Aquivalenz von Riemann und Lebesgue). Es seiu : [a,b] — R Borel-mef$bar
und Riemann-Integrierbar. Dann gilt:

we LYa,bl, ) und bf(m)d;v:/ wdA

a

14



4 Funktionenraume und Produktmaifle

4.1 Die Raume Z?(p) und LP(u)

Definition 4.1.1. Sei (E, <7, ) ein Mafiraum. Fir p € [1,00] bezeichnen wir mit
LP(u) :=={u: E — R|u mefSbar, /|u|p dp < oo}

den Raum der p—integrierbaren Funktionen. Insbesondere definiere fiir p = oo

ZL°(u) ={u: E — Rlu mefbar, 3¢ > 0: u({|u| = c}) =0}

1/p
Julyi= ([ ful” a)

[ufloo:= inf{c > 0, u({|u| = c}) = 0}

Wir schreiben

fiir 1 > p < co und ansonsten

Korollar 4.1.2. Aus der Definition folgt unmittelbar, dass
1. u(@) < [[ull . pfi
2. u(x)] < e pfi = Jlul , < c

3. u > [|lul|,, verhdlt sich im Wesentlichen wie eine Halbnorm.

Lemma 4.1.3. (Youngsche Ungleichung). Seien p,q € (1,00) mit 1/p+1/q =1. Dann
gilt fiir alle a,b > 0

al | b7
a) ab < &+ .

b) Gleichheit gilt genau dann, wenn aP = b9 <= b = aP~!

Satz 4.1.4. (Holdersche Ungleichung). Seien p,q € (1,00) mit 1/p+ 1/q¢ = 1 und
ue LP(p), we L) Dann gilt
o) | [uw dpl < [ Juw] dn <l

b) Insbesondere gilt vw € L (p).

15



Korollar 4.1.5. (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Seien u,w € £?(u). Dann gilt
o) [ fuwl du < fullz w2

b) Insbesondere gilt uw € L1 ().

Korollar 4.1.6. (Minkowski-Ungleichung). Sei p € [1,00) und u,w € £P (). Dann gilt
a) flu+wlp < fully, + 1wl

b) Insbesondere gilt u+ w € LP(u).

Bemerkung 4.1.7.

a) Satz besagt, dass wenn u, w € £P(u), dann auch au+ fw € LP(u) Va,f €
R. Wir sind also sehr motiviert .Z?(u) als Vektorraum zu betrachten.

b) Da aber aus |ul|, = 0= u = 0 nur p-fi ist £P(x) nur seminormierter Raum.

Definition 4.1.8. Wir definieren daher die Relation ~ wiefolgt:
u~w <= p({u#wp) =0
Sodass die Aquivalenzklassen
[u] ={w e ZLP(u) | w ~ u}
entstehen. Insbesondere tbertragen sich die Seminormen ||-|,, zu
el := it {wll, | w € [u]}
Wir bezeichnen mit LP(u) den Raum £LP(u) modulu dieser Relation, also
LP(p) == ZLP(n)/~

Dann ist in der Tat (LP(),|-[|,) ein normierter Vektorraum. Im Zuge dessen sind alle
klinftigen Relationen immer als “geltend bis auf Ausnahme-Nullmengen fast tiberall” zu
verstehen.

16



Definition 4.1.9. Sei (up)neny C ZLP(p),u € LP(u) und p € [1,00]. Dann meint

(@) up L = IP — lim u, = u < lim |un —ull, =0
und (Up)neny C ZLP(n) heifft LP—Cauchy Folge, falls

(b) Ve>03N eNVn k>N [luy —ugll, <e

Lemma 4.1.10. Sei (up)neny C ZLP (1), un =0 und p € [1,00]. Dann gilt

Z Up| < Z ”Uan

neN p neN

Satz 4.1.11. (Riesz-Fischer). Def. (a) und[4.1.9 (b) sind dquivalent. Bzw:

LP(u), p € [1,00] ist ein BANACH-Raum, jede Cauchy-Folge konvergiert.

Korollar 4.1.12. Sei (up)neny C -ZP (1), p € [1,00] mit uy, % u. Dann exisitiert eine
n—oo
Teilfolge (un, )ken C (Un)neny mit

n—oo

Up, — U p— fu

Satz 4.1.13. (LP— dominierte Konvergenz). Es sei (un)nen C LP(n),p € [1,00) mit
lun| < w fir alle n € N p-fii und ein w € LP(p).
Falls up,, " p—fi, dann gilt u € LP(u) und

n—oo

(@) lun —ull, =30 @) Nuall, =3 [lul,

Satz 4.1.14. (F. Riesz).
Sei (un)neny C ZLP(p),p € [1,00) und es gelte: up, — u p—fi und uw € LP(u). Dann

n—oo n—oo
[un —ull, =0 = luall, —" [lul,

Definition 4.1.15. FEine Funktion V : I — R heifit konvez, falls V[a,b] C I gilt:

Va,y € a,b],t € (0,1) V(txa+ (1 —t)y) <tV(z)+ (1 +t)V(y)
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Satz 4.1.16. (Jensen). Sei V : [0,00) — [0,00) konver und V(0%) = V(0) stetig. Sei p
ein W-Maf$ auf (E, /). Dann gilt:

(fow) = froos

fiir alle u € LT ()

4.2 Produktmafle

Definition 4.2.1. Seien (E, o), (F, %) zwei Mefsraume. Dann heifst
1. o @ B :=o0(d x B) die Produkt-c-Algebra
2. (B, d)® (F,#) = (E x F,o @ #) der Produkt-MefSraum

Satz 4.2.2. (Eindeutigkeit von ProduktmaBen). Seien (E, .o/, ), (F,B,v) zwei Maf-
rdume, wo & = (&) und B = o(F) und

i) &,.F sind N—stabil
it) 3E; C &, F, C.F mit E; T E und F, T F sowie u(E;),v(F;) < oo
Dann existiert hochstens ein MafS p auf (E X F, o/ @ %) mit

p(Ax B)=pu(Av(B) VAxBe o xRB

Satz 4.2.3. (Existenz von Produktmafen). FEs seien (E, </, u),(F,AB,v) o-endliche
Maprdume. Dann hat p aus Satz[{.2.9 eine eindeutige Fortsetzung zu einem o— endlichem
Maf auf of @ B und VU € of @ B gilt:

o) = [ ([ 1wptan) utin) = [ ([ 106 gt vidy)

Das liefert auch die entsprechenden Mefbarkeiten der Funktionen

v L), v [Lo@yudn). 2o lo@y). 2o [ Loty

Definition 4.2.4. Seien (E, <, ), (F, AB,v) zwei o—endliche Mafraume. Dann heifst
i) (B, ,u) @ (F,B,v):=(E X F,o & AB,p) Produktmafraum und

i) p:=p@v aus Satz[{.2.9 mit p |xz= p(A) - v(B) das Produktmaf.
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Korollar 4.2.5. (R% B(R%),\9) ist Iteration von (R, B(R), \!)
d
R?, Z(R?), X)) = Q(R, B(R), \)

=1

Satz 4.2.6. (Tonelli). Es seien (E, o, ), (F,%A,v) zwei c—endliche Mafrdume und
u:FExF —0,00|] sei of @ B—mefbar. Dann gilt:

a) x—u(z,y), y— u(x,y) sind o — bzw. B-mefbar
b) x— [u(z,y)v(dy), y— [u(x,y)u(dx) sind o - bzw. B-mefbar und

o [ wtwwend.) = [ ([ uwvian) s = [ ([ aeputn) vy

Korollar 4.2.7. (Fubini). Es seien (E, o, ), (F,2,v) zwei o-endliche Mafiraume und
u:ExF =R sei o/ @ B-mefbar. Falls eine der folgenden Integrale

//\u| dp dv, //\u| dv d, /|uy d(u® v)

endlich ist, dann gilt:
a) u € .i%(u ® V)
b) x> u(x,y) € L) fiir v-fast alle y
c) y— u(z,y) € LY v) fir p-fast alle x
d) z— [pu(z,y) dv € Z3(n)
u(z,

e) yr Jpulz,y) du € Z3(v)

0 [ wewen e = [ ([ uwyvan) ) = [ ([ aput) v,

ExXF

Bemerkung 4.2.8. Tonelli sagt:
,Du darfst iterieren, auch wenn alles divergiert.”
Fubini sagt:
,Du darfst vertauschen, weil alles absolut konvergiert.”

= Tonelli braucht Integrierbarkeit nicht, weil u positiv sein muss. Fubini liefert die
absolute Integrierbarkeit aufgrund der Konvergenzbedingung an u.
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