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1 Gruppen
1.1 Definition und erste Eigenschaften
Dieser Abschnitt folgt Robinson, Abschnitt 1.1.

Definition 1.2 (Gruppe). Eine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer inneren Verknipfung G x G —
G, (a,b) = aob, sodass gilt:

(i) o ist assoziativ, das heiffit ao (boc) = (aob)oc fir alle a,b,c € G.
(ii) Es existiert ein rechtsneutrales Element e € G, das heifst x o e =z fiir alle xz € G.

(iii) Zu jedem Element x € G existiert ein y € G, genannt Rechtsinverses zu x, mit x oy = e.

Lemma 1.3 (Neutrale und inverse Elemente). Sei G eine Gruppe und e € G ein rechtsneutrales Element von
G. Seix € G und y € G rechtsinvers zu x. Dann gilt:

(i) eox =z, das heifit, e ist auch linksneutral.
(i) y o x = e, das heifst, y ist auch linksinvers zu z.

(iii) e ist das eindeutige linksneutrale und das eindeutige rechtsneutrale Element von G. Ferner ist y das
eindeutige Rechtsinverse und das eindeutige Linksinverse zu x.

BEWEIS. (ii) Setze z := y o z. Dann gilt
Zoz:yo(xoy)ogj:(yoe)oaj‘:yOLE:Z.

Sei w € G rechtsinvers zu z, das heifit z o w = e. Multipliziert man die obige Gleichung von rechts mit w, so
erhélt man

(i) Nach (ii) gilt
_ (i) _ _
r=zxo0e=zxo(yox)=(roy)oxr=ecoux.

(iii) Wir haben gezeigt: Jedes Rechtsinverse ist auch linksinvers, und e ist auch linksneutral. Ist €’ ein linksneu-
trales Element, so gilt

Sei t ein Linksinverses zu x. Dann gilt

t=to(xoy)=(tox)oy=y O
—— =
—e —e

1.4 Schreibweisen und Rechenregeln

Anstelle von o benutzen wir oft auch - oder +.

e Schreiben wir -, so wird das neutrale Element mit 1 oder 15 bezeichnet. Wir schreiben oft zy anstelle von
x - y. Das Inverse zu « wird mit ~! bezeichnet.

e Schreiben wir 4, so wird das neutrale Element iiblicherweise mit 0 oder 0g bezeichnet, das Inverse zu
x € G mit —x. Normalerweise wird + nur fiir abelsche Gruppen benutzt, das heif3t, falls a + b= b+ a
fiir alle a,b € G gilt.



Meistens benutzen wir die multiplikative Schreibweise -. Wegen der Assoziativitdt konnen Klammern weggelassen
werden, zum Beispiel

9192 gn = g1(- - (gn—2(gn-19n)) - - - )-

Bemerkung 1.5 (Rechenregeln). In einer Gruppe (G, -) gilt:

ra=b=— x =ba" ",
ar=b=—=z=a"'b,

(zy) =y a7l

Definition 1.6 (Potenzen). Fir z € G setzen wir

370 = lg,
=gt 2 firallei >0,

2t = (279"t firi<o0.

Lemma 1.7 (Potenzrechenregeln). Fir alle x € G und m,n € Z gilt:
(Z) xMeh = m+n _ xnxm7

(i) (@) =™ = (@),

1.8 Untergruppen und Nebenklassen
Sei (G, -) stets eine Gruppe.

Definition 1.9 (Untergruppe). Eine Teilmenge H C G heifst Untergruppe von G, falls
H # 0, zy € H fir allex,y € H, t Y e H firallexec H.

Wir schreiben dann H < G.

Definition 1.10 (Nebenklasse). Eine Nebenklasse von H < G in G ist eine Teilmenge der Form

Hg:={hg|he H}.

Die Abbildung H — Hg, h — hg, ist eine Bijektion, also gilt |H| = |Hg|. Die Nebenklassen von H in G bilden
eine Partition von G. Daher gilt:

Satz 1.11 (Lagrange). Sei H < G und sei
|G:H|:=[{Hg|geG}
der Index von H in G. Dann gilt
Gl = |H]-|G : H].
Lemma 1.12. Fir H < G und z,y € G gilt

Hr=Hy < z€Hy < yc Hx < zy ' € H.



Definition 1.13 (Linksnebenklasse). Eine Linksnebenklasse von H < G ist eine Teilmenge der Form

gH = {gh|h € H}.
Fir X C G definieren wir

X t={z"" 12X}
Ist H < G, so gilt H~' = H. Die Abbildung
{Hglge G} — {gH|geG}, Hgr— (Hg)~' =g 'H,

ist eine Bijektion mit Umkehrabbildung gH +— (¢H)~ ' = Hg~!.
Definition 1.14 (Erzeugnis). Fir X C G heifit

(X) = ﬂ U
U<G
XCU

das Erzeugnis von X in G.

Lemma 1.15.
(X) = {xilmfﬁ |n>0, z; € X, g, € {—1,1}}.

2 Homomorphismen und Normalteiler

2.1 Homomorphismen

Definition 2.2 (Homomorphismus). Sind (G,-) und (G',*) Gruppen, so ist ein Homomorphismus von G
nach G’ eine Abbildung p: G — G’ mit

(gh)e = (gp) * (he)  fiir alle g,h € G.
Ein Homomorphismus ¢: G — G’ heifst
e« Monomorphismus, falls ¢ injektiv ist,
o Epimorphismus, falls ¢ surjektiv ist,
e Isomorphismus, falls ¢ bijektiv ist.

Existiert ein Isomorphismus G — G', so schreiben wir G = G’ und nennen G und G’ isomorph.

2.3 Normalteiler und Faktorgruppen
Definition 2.4 (Normalteiler). Fine Untergruppe N von G heifit Normalteiler von G, falls

gN = Ng fiir alle g € G.

Wir schreiben dann N < G.

Lemma 2.5 (Robinson 1.3.15). Sei N < G. Dann gilt

N<G < g 'Ng=N firalegeG
> g lzge N firallege G, x € N.



Fiir einen Homomorphismus ¢: G — G’ heifit
kerp ={z € G|zp=1}

der Kern von ¢.

Lemma 2.6. Ist ¢: G — G’ ein Homomorphismus, so gilt

Bild(¢) = {zp |2 € G} <G und kerp <G.

Definition 2.7 (Faktorgruppe). Ist N Q G, so ist
G/N ={Ng|ge G}

etne Gruppe mit
(Ng) - (Nh) == N(gh),

neutralem Element 1)y = N -1 = N und
(Ng)"t=Ng=' fiir alle g € G.

Man nennt G/N die Faktorgruppe oder Quotientengruppe modulo N.

Die Abbildung
7:G— G/N, g—gN =Ny,

ist ein Epimorphismus mit kerm = V.

2.8 Die Isomorphiesitze

Satz 2.9 (Erster Isomorphiesatz). Ist a: G — G’ ein Homomorphismus, so ist die Abbildung
a: G/kera — G',  (kera)z — z0,

wohldefiniert und ein Isomorphismus von G/ker a nach Bild(a@) = Bild(«). Insbesondere gilt

G/ ker o = Bild(«).

Satz 2.10 (Zweiter Isomorphiesatz). Sei H < G und N < G. Dann gilt NN H Q H, und
¢:H/(NNH)— HN/N, h(NNH)— hN,
ist ein Isomorphismus. Insbesondere gilt

HN/N =2 H/(NNH).
BEWEIS.

h e H,also HN = NH. Fir h,h' € H und n,n’ € N gilt daher

(hn)(W'n') = hb' (W "'nh/)n’ € HN und (hn)"'=n"'h"'e€¢ NH = HN.
N
€

ERGANZUNG

ERGANZUNG

Zunéachst ist HN = {hn | h € H, n € N} eine Untergruppe von G: Wegen N < G ist hN = Nh fiir alle



Auflerdem ist N < HN und N < HN, da N < G. Also ist HN/N definiert.

Offenbar ist
¢: H— HN/N, h+— hN,

ein Homomorphismus, namlich die Einschrankung der Projektion 7: HN — HN/N auf H. Er ist surjektiv,
denn jede Nebenklasse in HN/N hat die Form hnN mit h € H, n € N, und es ist hnN = hN, da nN =
N < ne N.Fir h € H gilt

hekerp < hN=N <= heN,

also ker o = H N N. Insbesondere ist N N H < H als Kern eines Homomorphismus. Nach dem ersten Isomor-
phiesatz ist daher
H/(NNH)— HN/N, h(NNH)+— hN,

ein Isomorphismus. O

Satz 2.11 (Dritter Isomorphiesatz). Seien M, N < G mit N < M. Dann gilt

M/N <G/N und (G/N)/(M/N)=G/M.

BEWEIS. Definiere
Y: G/IN — G/M, Nxv+—— Mz.

Die Abbildung ist wohldefiniert wegen N < M:
Nz =Ny < zy 'e N<M = Mz = My.

Sie ist ein Epimorphismus mit ker ¢ = M /N. Wende den ersten Isomorphiesatz an. O

2.12 Untergruppenkorrespondenz

Ist : G — G’ ein Homomorphismus und U C G’, so schreiben wir
p ' (U)={zeGlapeU}
fiir das Urbild von U in G. Ist U < G’, so gilt o1 (U) < G. Ist H < G, so ist
Hp={hp|he H} <G
Satz 2.13 (Untergruppenkorrespondenz). Sei p: G — G’ ein Homomorphismus. Dann ist die Abbildung
0:{H <G |kero<H} — {U|U<Bild(y)}, H+—— He,
eine Bijektion mit Umkehrabbildung U — =1 (U). Sie lisst sich einschrinken zu einer Bijektion

(N <G |kerp < N} — {M | M < Bild(p)}.

BeweEls. Es gilt Hp < Bild(p) fur alle H < G, also ist # wohldefiniert. Die Abbildung
0*: {U | U <Bild(p)} — {H <G |kero < H}, Uwr— ¢ YU),

ist wohldefiniert, da ¢ }(U) < G und kerp = {x € G | zp = 1} C o~ }(U).
Zu zeigen ist 00* = id und %0 = id. Sei H < G mit ker ¢ < H. Dann gilt

HO0* = o Y (Hyp) = {z € G| zp € Hyp}
={zreG|3heH:zp=hp}={reG|xze H}=H,



denn xp = hyp <= xh~! € kerp < H. Also ist 00* = id. Sei U < Bild(¢). Dann gilt
U0 = (o (U)o ={z €G|zpcU}lp="U.
Sei nun ker p < N < G. Zu zeigen ist
N <G < Ny <Bild(yp).
Es gilt

NG < g lngeN firallege G, neN
= (g(p)_l(ngp)(ggo) € Np firallege G, ne N
<= Ny < Bild(p).

»<=«: Seien g € G, n € N mit (gp) ! (np)(gp) € Np. Dann folgt

= Im € N mit me = (g9)~ ' (np)(g¢)

— (¢ 'ngm g =1

— g tngm~l e kerop < N

— g 'ng e N. -

3 Beispiele fiir Gruppen

3.1 Zahlbereiche und Matrixgruppen

Beispiel 3.2. o (Z,+), (Q,4), (R,+), (C,4), ...; allgemein (R, +) fiir einen Ring R.
e (Q\{0},), (R\{0},), (C\ {0},); allgemein (K \ {0},-), wobei K ein Korper ist.

Beispiel 3.3 (Allgemeine und spezielle lineare Gruppe). Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und
GL(n,R) ={A € M,,(R) | det A € R*}.

Dann ist
det: GL(n,R) — R*

ist ein Gruppenhomomorphismus mit

ker(det) = SL(n, R) := {4 € GL(n, R) | det(A) = 1} < GL(n, R).

Beispiel 3.4. Sei V ein Vektorraum iiber K. Dann ist
GL(V) :={¢: V = V| ¢ linear und bijektiv}

eine Gruppe. Ist dim V' = n < oo, so ist GL(V) = GL(n, K). Dann ist auch det(yp) fir alle ¢ € GL(V') definiert,
und
det: GL(V) — (K \ {0},")

ist ein Homomorphismus mit ker(det) = SL(V') = SL(n, K).



3.5 Gruppen von Isometrien

Definition 3.6 (Isometrie). Sei (M,d) ein metrischer Raum. Eine Isometrie von M ist eine bijektive Abbil-
dung o: M — M mit
d(z,y) = d(xa,ya)  fiir alle x,y € M.

Die Menge Isom(M) = {a | o Isometrie von M} ist eine Gruppe unter Komposition.
Definition 3.7 (Symmetriegruppe). Sei X C M und o € Isom(M). Setze Xa = {za | x € X}. Die Gruppe
Sy (X) ={a € Isom(M) | Xa =X}

heifit Symmetriegruppe von X.

Isometrien von E?. Sei E" := R” mit der iiblichen Abstandsfunktion. Man kann zeigen, dass es fiir £? nur
die folgenden drei Arten von Isometrien gibt:

e Spiegelungen an Geraden,
e Drehungen um einen Punkt,
o Translationen 7,5: E? — E?, (2,y) — (z + a,y + b) mit a,b € R.

Beispiel 3.8 (Diedergruppe). Sei X ein reguléres n-Eck (n > 3).

/\

Die Gruppe Sg2(X) hat folgende Elemente:

e Rotationen um %, k=1,...,n, insgesamt n Stiick.
e Spiegelungen:

— n ungerade: Spiegelungen an Geraden durch eine Ecke und den Mittelpunkt der gegeniiberliegenden
Seite (n Spiegelungen).

— n gerade: Spiegelungen an Geraden durch gegeniiberliegende Ecken und an Geraden durch die Mit-
telpunkte gegeniiberliegender Seiten, insgesamt n/2 + n/2 = n Spiegelungen.

Also hat Sg2(X) genau 2n Elemente. Die Gruppe
D2n =5 E2 (X )

heifit Diedergruppe der Ordnung 2n. Sie wird spéter abstrakter behandelt.

3.9 Gruppen von Permutationen

Beispiel 3.10 (Symmetrische und alternierende Gruppe). Sei X eine Menge. Dann ist
Sym(X) = {a: X — X | a bijektiv}
eine Gruppe unter Komposition. Es ist
Sp =Sym({1,2,...,n}) = Sym(X), falls |X|=n.

Die alternierende Gruppe
A, = ker(sgn) = {o € S, | sgn(o) =1}

ist ein Normalteiler von S,,.
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4 Automorphismen und Konjugation

4.1 Automorphismen

Bemerkung 4.2. Ist ¢: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, so gilt
¢ injektiv <= kerp = {1}.

Statt {1} schreiben wir auch kurz 1.

Definition 4.3 (Automorphismengruppe). Die Menge
Aut(G) = {a: G — G | a Isomorphismus}

der Automorphismen von G ist eine Gruppe unter Komposition.

Definition 4.4 (Charakteristische Untergruppe). Fine Untergruppe U < G heif$t charakteristisch in G, falls
Ua =U fir alle a € Aut(G). Wir schreiben dann U char G.
Eine Untergruppe U < G heifst vollinvariant, falls Ua C U fiir alle Homomorphismen oa: G — G.

4.5 Konjugation
Definition 4.6 (Konjugation). Sei (G, -) eine Gruppe und g € G. Fir x € G heifit
29 =g lag

die Konjugierte von x unter g. Fir H C G definieren wir H9 := {h9 | h € H}.

Die Konjugationsabbildung c,: G — G, x — 29, ist ein Automorphismus von G. Ist H < G, so ist H9 < G.
Fir N < G gilt
N4G < NI=N firalleged.

Lemma 4.7. Ist M char N < G, so ist M < G.

BEWEIS. Sei ¢ € G. Da N 4 G, ist N% = N. Wegen ¢, € Aut(G) ist ¢4|y € Aut(N). Da M < N, ist
M€ = M~ und wegen M char N gilt M/~ = M. Also ist M¢ = M. O

Definition 4.8 (Normaler Abschluss). Sei (G, -) eine Gruppe und X C G. Dann heifit

X6 = ﬂ N
XCN4G

der normale Abschluss von X in G, also der kleinste Normalteiler von G, der X enthdlt. Es gilt

XC=@I|reX, geq).

5 Zyklische Gruppen

5.1 Die Ordnung eines Elements

Sei (G, -) eine Gruppe.
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Definition 5.2 (Ordnung). Fir x € G heifst

ll dlich
ity = {1741

die Ordnung von x. Man schreibt auch |z| oder o(x).

Definition 5.3 (Torsion). G heifst Torsionsgruppe, falls ord(x) fir alle x € G endlich ist. G heifit torsi-
onsfrei, falls o(z) = oo fiir alle x € G\ {1}.

Proposition 5.4. Sei xz € G.
(i) ord(z) = 0o <= ' # 27 fiir allei # j € Z.
(ii) Ist n = ord(z) < oo, so gilt 2™ =1 <= n | m fir alle m € Z. Ferner ist

(xy ={1,z, 2, ... ,x”_l},

n—1

und 1,x,...,x sind paarweise verschieden.

(iii) Ist ord(x) =n < oo, so gilt
n

ky _
o@?) = ggT(n, k)’

ke Z.

BEWEIS. Bei (i) ist ,<* klar. Es gelte nun z! = 2™ fiir [,m € Z mit [ # m (dies existiert insbesondere, falls
o(z) < o0). Dann folgt

xl—m — 1= x—(l—m)’

also existiert ein n € N>y mit 2™ = 1. Wahle n minimal mit dieser Eigenschaft.
Ist m € Z, so kénnen wir m = gn + r mit ¢,7 € Z und 0 < r < n — 1 schreiben. Dann gilt

Das ist wegen der Minimalitdt von n genau dann gleich 1, wenn r = 0 ist. Also gilt 2™ =1 <= n | m.
AuBerdem ist stets 2™ = 2" € {1,z,...,2" !}, das heifit |(z)| < n < oo, also o(r) < oo.

Wir zeigen nun, dass 1,z,...,z" ! paarweise verschieden sind. Angenommen, z* = 27 fir 0 <i < j <n — 1.
Dann ist 277¢ = 1, nach der obigen Eigenschaft also n | j — . Es ist aber 0 < j —i <mn — 1, also j —i = 0, das
heifit j = ¢. Damit sind (i) und (ii) gezeigt.

Zu (iii): Sei o(x) =n < oo und k € Z. Dann gilt

k T?n,k’) = (" ggTécn,k) (i) k _n
") es = (x =1=o0(z") < .
( ) ( ) ( ) ggT(n, k)

Sei m > 1 mit 2™ = (2¥)™ = 1. Nach (ii) folgt n | km, also

n ‘ k
geT(n, k) | ggT(n, k)

- m.

n

D ggT(n,k)

teilerfremd zu ist, folgt mit dem Lemma von Euklid

k
& 2eT(nk)
T |
geT(n, k) 17

: kY —
also m Z m und damit 0(37 ) = m
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5.5 Untergruppen zyklischer Gruppen
Satz 5.6 (Untergruppen zyklischer Gruppen). Sei G = (z) und H < G.

(i) Ist G unendlich, so ist H unendlich zyklisch oder trivial.

(ii) Ist G endlich und n = |G|, so ist H zyklisch und |H| | n. Umgekehrt existiert zu jedem Teiler d von n
genau eine Untergruppe von G der Ordnung d.

BEWEIS. (i) Wir zeigen zunéchst, dass H zyklisch ist. Fiir H = 1 ist das klar. Sei also H # 1. Dann existiert
ein s € Zmit 1 # 2° € H. Ist s <0, so ist —s > 0 und 2% = (2°)~! € H. Wir kénnen also s > 0 annehmen
und s minimal mit 1 # x® € H wéhlen.

Zu zeigen ist H = (x*). Klar ist (%) C H. Sei ' € H. Schreibe t = sq+r mit ¢,r € Z und 0 < r < s. Dann gilt

H>a' = (212" = 2" € H.
——
eH

ERGANZUNG
Wegen 0 < r < s und der Wahl von s ist 2" = 1, also 2! = (2%)9 € (2*). Damit ist H = (2%) zyklisch. Ist G
unendlich, so hat z* unendliche Ordnung, also ist H unendlich zyklisch. Das zeigt (i).

Zu (ii): Dass H zyklisch ist, wurde oben gezeigt, und |H| | |G| folgt aus dem Satz von Lagrange.
Sei d > 1 ein Teiler von n. Dann gilt nach Proposition

(@) = o(a™") = .

Sei nun (2*) eine Untergruppe der Ordnung d. Dann gilt

xkd:(mk)d:1:>n|kd:>%\kﬁk:%'ﬁfﬁreinﬁeZ
= o* = (29" € (") = () < (2"/%).
Beides sind Untergruppen der Ordnung d, also sind sie gleich. O

Satz 5.7 (Gruppen mit genau zwei Untergruppen). Eine Gruppe G hat genau dann genau zwei Untergruppen
(namlich 1 und G ), wenn G zyklisch von Primzahlordnung ist.

BEWEIS. ,=—“: Hat G genau zwei Untergruppen, so gilt G # 1. Wéhle also 1 # x € G. Dann gilt
1#(z) <G= G = (x).

ERGANZUNG
G ist endlich: Andernfalls hat  unendliche Ordnung, also ist 22 # 1. Wire x € (z?), etwa x = 2*™, so wiire
2?1 =1 mit 2m — 1 # 0, ein Widerspruch. Also wére 1 # (22) # G eine dritte Untergruppe.

Nach Satz ist damit |G| eine Primzahl.
,<=": Satz von Lagrange. O

5.8 Automorphismen zyklischer Gruppen
Satz 5.9 (Automorphismen zyklischer Gruppen). Sei G eine zyklische Gruppe.

(i) Ist G unendlich, so hat G genau zwei Automorphismen, nimlich idg und G — G, g — g~'. Insbesondere
ist Aut(QG) zyklisch der Ordnung 2.
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(i1) Sei |G| =n < oco. Dann ist
Aut(G) ={ay |1 <k <n, ggT(k,n) =1}, wobei ap: G — G, g+ g~
Auflerdem ist die Abbildung
©: Z;, — Aut(G), nZ+kw— o,

ein Isomorphismus. Insbesondere ist |Aut(G)| = p(n).

Dabei ist Z,, = Z/nZ, Z;, die Gruppe der invertierbaren Elemente in Z, und ¢ die Eulersche @-Funktion.

BEWEIS. Sei G = (z) und o € Aut(G). Fiir £ € Z gilt 2°a = (za)’. Daher ist o durch za eindeutig bestimmt.
Auflerdem ist G = (za).

(i) Sei zuniichst G unendlich. Dann sind 2 und ! die einzigen Erzeuger von G, also ist zaw = = oder za = 2~ 1.
Weil G abelsch ist, ist G — G, g+ ¢!, ein Automorphismus. Daraus folgt (i).

(ii) Sei |G| = n < oc. Dann ist o(za) = o(x) = n. Schreibe za = z*. Nach Proposition [5.4| gilt

n = o(z") = ggT(k,n) = 1.

. n
ggT(k,n)

Ist umgekehrt ggT(k,n) = 1, so existieren nach dem Lemma von Bézout u,v € Z mit
uk +vn =1, d.h. uk =1 mod n.

Daraus folgt
(xu)k — (zk)u — muk = .

Wir kénnen dabei 1 < u < n wéhlen. Dann ist «, die Umkehrabbildung zu o4, also ist a4 bijektiv. Da G
abelsch ist, ist aj ein Homomorphismus, also oy € Aut(G).
Wegen ¢F = (gF)¢ gilt

age = apay  fir k0 e {1,...,n—1}.

Also ist © ein Homomorphismus. Nach dem eben Gezeigten ist © surjektiv. B
Ist 2% = 2 mit ggT(n, k) = ggT(n,¢) = 1, so sind k + nZ und £ + nZ invertierbar, etwa £ + nZ = (£ + nZ)~L.
Dann gilt

xkz:x:>xklll:1:>n|kg—l
— ((+nZ) ' =0+nZ = (k+nZ)"' = L+ nZ =k +nZ.

Also ist © injektiv. d

6 Operationen von Gruppen

6.1 Definition und Beispiele
Sei (G stets eine Gruppe und X eine Menge.

Definition 6.2 (Operation). Eine Operation von G auf X (von rechts) ist eine Abbildung
XxG—=X, (z,9) v zg,
sodass

rlg== fiir alle x € X,
(xg)h = x(gh) fiir alle x € X, g,h € G.

14



Beispiel 6.3. e G operiert auf sich selbst durch ,,Rechtsmultiplikation®, d. h. die Multiplikation
GxG—G, (r,9)—z-g,

ist eine Operation von G auf G.

e G operiert auf sich selbst durch ,,Linksmultiplikation mit Inversen“. Genauer ist

GxG—G, (x,9) gz,

——

=:zog
eine Operation:
IL‘Ol(;ZlalfL‘: lgx = x,
(xog)oh=h"Y g 'e) = (kg )z = (gh) "'z =z o (gh).
e G operiert auf G durch Konjugation, d. h.
GxG—G, (x,9)—az9=glag,

ist eine Operation:

£
&
>
I
S8

g 'wg)h = (W g ) a (gh) = (gh) ' a (gh) = 2"

Bemerkung 6.4. Ist X xG — X, (z,g) — zg, eine Operation, so operiert G auch auf der Potenzmenge & (X)
von X, d.h.
P(X)xG— PZ(X), (Ag)— Ag:={ag:ac A},

ist eine Operation.
Ist B C X mit Bg = B fur alle g € G, so operiert G auf B, denn die Einschrinkung der Operation X x G — X
zu einer Abbildung B x G — B ist eine Operation.

Beispiel 6.5. e G operiert auf jedem Normalteiler von G durch Konjugation.

o G operiert auf Z(G) durch Rechtsmultiplikation, durch Linksmultiplikation mit Inversen und durch
Konjugation.

e Ist H <G, soist HY < G fir alle g € G. Also operiert G auf der Menge der Untergruppen von G durch
Konjugation.

o Ist H< G undsind z,g € G, so ist (Hz)g = H(xg) wieder eine Rechtsnebenklasse. Das heifit, G operiert
auf den Rechtsnebenklassen von H durch Rechtsmultiplikation.

Genauso ist g~1(xH) = (¢~ 'z)H. Daher operiert G auf den Linksnebenklassen von H in G durch Links-
multiplikation mit Inversen:

{tH:2€GYxG— {zH:2c G}, (zH,g)— g ‘zH,

ist eine Operation.
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6.6 Operationen und Homomorphismen
Ist X x G — X, (x,9) — zg, eine Operation, so ist fiir jedes g € G
g X = X, x> 1y,

1

eine Bijektion, denn 7,1 ist die Umkehrabbildung: (zg)g™" = r(g97') = 21g = z, und genauso (zg~1)g = z.

Also ist 74 € Sym(X).
Sei m: G — Sym(X), g — my. Dann ist m ein Homomorphismus, d. h. 7y, = 747, denn fiir x € X gilt

xmgy = x(gh) = (xg)h = xmymH.
Ist umgekehrt ¢: G — Sym(X) ein Homomorphismus, so ist
=z-g

—
XxG—=X, (v,9)=z( gp ),

eSym(X)
eine Operation:
z-1lg =z(lgy) = xzidx = =z,
(- 9) - h=x(ge)(he) * =™ 2((gh)p) = =+ (gh).

Bildet man fiir diese Operation die Abbildung 7 wie oben, so gilt ™ = (.

6.7 Bahnen und Stabilisatoren
Definition 6.8 (Bahn und Stabilisator). Sei X x G — X, (x, g) — xg, eine Operation. Fir x € X heifst
o G :={xg:g € G} die Bahn von x unter G,

o Gy ={g9€ G|xg=ux} der Stabilisator von z in G.

Lemma 6.9 (Stabilisatoren). Sei X x G — X eine Operation, v € X und g € G.
(i) Gy ist eine Untergruppe von G.
(it) GI = Gay.

BEWEIS. (i) Wegen z - 1g = z ist 1¢ € G,. Fiir g, h € G gilt
xg =z, xh =2 = x(gh) = (zg)h = xh = x = gh € G,.

AuBerdem ist zg~! = (2g)g~! = 2(g997!) = 21g = 2, also g~ ! € G,.
(ii) Es gilt

Gury={a€G :xga=12g}={a€G 2909 ' =2} ={a€G:gag™ ' €G,}
={a€G:acg'G,g}=GY. O
Lemma 6.10 (Bahn-Stabilisator-Lemma). Sei X x G — X eine Operation und x € X. Dann ist die Abbildung
{Gzh :h € G} — G, Gyhw— zh,
wohldefiniert und eine Bijektion. Insbesondere ist
|G : Ga| =[2G,

d. h. die Linge der Bahn ist gleich dem Index des Stabilisators.
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BEWwWEIS. Fiir g,h € G gilt
Goh=Grg <= hgteG, — z(hg7!) =2 < x(hg Y)g=29 < zh=2zyg.

Die Richtung ,,—“ bedeutet, dass die Abbildung wohldefiniert ist, die Richtung ,,<—=* zeigt die Injektivitit.
Die Surjektivitét folgt aus der Definition der Bahn. O

Definition 6.11 (Transitive Operation). Eine Operation X x G — X heifit transitiv, falls ein v € X mit
G = X existiert. Wir sagen dann auch, dass G transitiv auf X operiert.

Bemerkung 6.12. Ist die Operation transitiv, so gilt yG = X fiir alle y € X. Ist ndmlich G = X, so ist
y = xh fir ein h € G, und damit

yG ={(zh)g: g€ G} ={z(hg): g€ G} ={za:a € hG} =2G = X.

h
~—
=G

Fir eine transitive Operation besagt das Bahn-Stabilisator-Lemma daher

| X|=1|G:G,| furalleze X.

7 Diedergruppen

7.1 Produkte von Untergruppen

Fir Teilmengen A, B C G schreiben wir

AB :={ab|a € A, be B}, A™h={a" | ac A}.

ERGANZUNG
Lemma 7.2 (Produkt von Untergruppen). Seien A, B < G. Dann gilt
AB <G <= AB = BA.

BEWEIS. ,==“: Ist AB < G, soist AB = (AB)"' = B~1A~! = BA.
<= Sei AB=BA. Wegen 1 =1-1€ AB ist AB # (). Es gilt

(AB"'!=B'A"'=BA=AB
und

(AB)(AB) = A(BA)B = A(AB)B = (AA)(BB) = AB,

da A, B < G. Also ist AB unter Produkten und Inversen abgeschlossen, d.h. AB < G. O

Lemma 7.3. Ist A< G und N < G, so gilt AN = NA < G.

BEwEIS. Nach dem vorigen Lemma gentigt es, AN = NA zu zeigen. Da N < G, ist aN = Na fir alle
a € A, also
AN = |JaN = | Na=NA. O
acA acA
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7.4 Normalisator und semidirektes Produkt

ERGANZUNG
Definition 7.5 (Normalisator). Sei U < G. Dann heift
Ne(U) ={g€G|Us=U}
der Normalisator von U in G. Es gilt U < Ng(U) < G und
UdG <= NgU)=0G.
Definition 7.6 (Involution). Ein Element s € G heifit Involution, falls o(s) = 2.
ERGANZUNG

Definition 7.7 (Semidirektes Produkt). Seien A,N < G. Dann heifit G ein (internes) semidirektes
Produkt von A mit N, falls
G = AN, ANN =1, N <G.

Wir schreiben dann G = A x N.

Bemerkung 7.8. Ist G = A x N, so lasst sich jedes Element von G eindeutig als an mit a € A und n € N
schreiben, und es gilt
(a1n1)(agnz) = (araz)(n{*ng).

Das legt die folgende Konstruktion nahe.

Definition 7.9 (Externes semidirektes Produkt). Seien A und N Gruppen, und A operiere auf N (von
rechts) durch Automorphismen, d.h. es gibt eine Abbildung N x A — N, (n,a) — n®, mit

n =n, (n®)® = n, (nm)®* = n*m?

fiir alle n,m € N und a,b € A. Dann ist A x N mit der Multiplikation
(a1,m1) - (ag,n2) = (a1a2, ni*ns)

eine Gruppe, das (ex_terne) semidirekte Produkt von A mit N. Sie ist das interne semidirekte Produkt
ihrer Untergruppen A = {(a,1) |a € A} 2 Aund N ={(1,n) | n € N} 2 N, und firn € N, a € A gilt
(1,n)@) = (1,n%).

7.10 Diedergruppen

ERGANZUNG

Lemma 7.11 (Diederbedingung). Sei G eine Gruppe. Dann sind dquivalent:
(i) Es gibt Involutionen s # t in G mit G = (s,1).

(i) Es gibt t,x € G mitx # 1, o(t) =2, 2t = 27! und G = (t) x ().

18



ERGANZUNG

--- -t = - - ¢

ERGANZUNG
BEWEIS. (i) = (ii)“: Sei G = (s,t) mit o(s) = o(t) = 2 und s # t. Setze x := st. Wegen s # t ist x # 1.
Dat=t"!und s =s7!, gilt

t=t"tot=tstt =ts=t"1s = (st) L =21
Also ist (z)! = (z!) = (x), d.h. t € Ng((z)), und offensichtlich ist z € Ng({x)). Wegen s = xt ist
G = <87t> = <$7t> < Ng(<l‘>),

also (z) < G. Nach dem Lemma tiber Produkte von Untergruppen ist (t)(x) < G, und da diese Untergruppe
2 und ¢ enthalt, ist (¢)(z) = (x,t) = G.

Es bleibt (t) N (x) = 1 zu zeigen. Angenommen, nicht. Wegen |(t)| = 2 ist dann ¢ € (x). Dann ist 2! = =z,
alsoz =271, d.h. 22 =1. Dax # 1, ist (x) = {1,2} und damit t = x = st, also s = 1, ein Widerspruch zu
o(s) = 2. Also ist G = (t) x ().

(i) = (1)“: Sei G = (t) x (z) mit o(t) = 2, x # 1 und 2! = 27!. Setze s := xt. Wegen (t) N (x) = 1 ist
t #4271 also s # 1, und wegen x # 1 ist s #¢. Da t =t !, gilt

2 =gtxt =1 (t_lact) =gzl =zl =1,
also o(s) = 2. SchlieBlich ist G = (¢, z) = (t,xt) = (s,1). O
ERGANZUNG

Definition 7.12 (Diedergruppe). FEine Gruppe, die eine der beiden dquivalenten Bedingungen des Lemmas
erfillt, heifst Diedergruppe. Sei G = (t) X (x) wie in (ii).

o Isto(x) =n < 00, so schreiben wir Da, fir G und nennen G die Diedergruppe der Ordnung 2n.
Sie ist die Symmetriegruppe des requliren n-Ecks aus Abschnitt 3.

o Isto(z) =00, d.h. (z) = (Z,+), so schreiben wir Do fiir G und nennen G die unendliche Dieder-
gruppe. Dass sie existiert, sicht man am externen semidirekten Produkt von (t) = 7./27 mit (Z,+),
wobei t durch n — —n operiert.

8 Freie Gruppen

8.1 Definition und Existenz

Definition 8.2 (Freie Gruppe). Sei F' eine Gruppe, X # 0 eine Menge und o: X — F eine Abbildung. Dann
heifst F', genauer (F,o), frei auf X, falls fir jede Gruppe G und fir jede Abbildung a: X — G genau ein
Homomorphismus 5: F' — G mit o8 = « existiert.



Eine Gruppe, die frei auf irgendeiner Menge ist, heiffit freie Gruppe.
Bemerkung 8.3. Ist (F, o) frei auf X, so ist o injektiv.

BEWEIS. Seien x1 # xo € X. Wéhle eine Gruppe G # 1 und g1 # g2 € G sowie eine Abbildung a.: X — G mit
rijo = g; fiir ¢ = 1,2. Dann existiert 5: F' — G mit o8 = a. Wére 10 = x50, so wére

g1 = x100 = 2100 = 2208 = Tox = g3,

ein Widerspruch. O

Wir werden spéter sehen, dass (imo) = F gilt. Ist (F, o) frei auf X, so ist (F,Inklusion) frei auf imo.

Satz 8.4 (Existenz freier Gruppen). Sei X # () eine Menge. Dann ezistieren eine Gruppe F und eine Abbildung
o: X = F, sodass (F,o) frei auf X ist und F = (im o).

BEWEIS. Wihle eine zu X disjunkte Menge X ! mit |[X~!| = |X| und eine Bijektion X — X! x s 271
Dabei ist 7! zunéchst nur ein neues Symbol.
Warter. Ein Wort in X ist eine endliche Folge von Symbolen aus X U X ~!, geschrieben als

w=a 2l mitr>0, ;€ Xundeg; € {1,-1} firallei =1,...,r

Ist r» = 0, so meinen wir das leere Wort 1. Das Produkt zweier Worter in X ist einfach die Konkatenation: Ist

7 und v :yfl -oySs ) s0 st

w:xil...xr

_ 81 er, 01 0
wu = XY YsT
Dabei vereinbaren wir wl = w und 1w = w. Das Inverse von w ist

-1._ .—¢ —€1 -1 _
wo=x, ey, 17 =1

Die Gruppe F. Sei S die Menge der Worter in X. Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf S: Es sei w ~ v,
wenn wir durch endlich viele Hintereinanderausfithrungen der folgenden Operationen von w nach v gelangen
koénnen:

(a) Einfiigen von zz~! oder z7 1z (z € X) als aufeinanderfolgende Elemente an beliebiger Stelle in das Wort,

(b) Streichen von xx~! und z~'z.

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation. Wir schreiben [w] fiir die Aquivalenzklasse von w und setzen

F=85/~={w]:weS}, [w] - [v] = [wo].
Das ist wohldefiniert: Ist w ~ w’ und v ~ v/, so ist wv ~ w'v’. Es gilt [w] - [1] = [w] = [1] - [w] und
[w] - w™) = [ww™] = [1].

Da die Konkatenation assoziativ ist, ist auch das Produkt auf F' assoziativ. Also ist F' eine Gruppe.
(F,0) ist frei auf X. Sei 0: X — F, x — [z]. Sei G eine Gruppe und a: X — G eine Abbildung. Zu zeigen ist,
dass genau ein Homomorphismus 5: F' — G mit 08 = « existiert.
Definiere zunéchst B

B:S =G, zftxr = (r1a) - (Tea)T.
Ist w ~ v, so gilt wf = vA3. Also kénnen wir

B:F— G, [w]~—wp,

definieren. Nach Definition von J3 gilt

([w] - [W)B = [w]B = (wv)B = (wB)(vB) = ([w]B) - ([v]B),
also ist 8 ein Homomorphismus. Fiir z € X gilt nach Definition von 3
zof} =[] =z = za,

also o8 = a.
Es bleibt zu zeigen, dass 8 eindeutig ist. Sei v: F' — G ein Homomorphismus mit oy = «. Offensichtlich ist
F=(z]:x€X)=(imo). Wegen 0y = a =00 ist Y|imo = Blime, also v = . O
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8.5 Reduzierte Worter und Normalform

Betrachte die Konstruktion oben. Ist w = 2" - - - 2f7, so ist
[w] = 7] -+ 23] = [ea]7 - [ ]

Wir wollen jedes Element von F' so einfach wie moglich als ein solches Produkt darstellen, in dem sich nichts
mehr wegkiirzen® lasst.

Definition 8.6 (Reduziertes Wort). Ein Wort w in X heifit reduziert, falls es kein Teilwort der Form xx~1
oder x='x mit x € X besitzt.

Offensichtlich existiert in jeder Aquivalenzklasse [w] € F ein reduziertes Wort.

Satz 8.7 (Eindeutigkeit reduzierter Worter). Jede Aquivalenzklasse von Wortern in X (wie oben konstruiert)

enthdlt genau ein reduziertes Wort.

BEWEIS. Sei R die Menge der reduzierten Woérter in X. Wir konstruieren mit der universellen Eigenschaft von
F' einen Homomorphismus 6: F' — Sym(R).
Fiir v € X U X! definiere die Funktion «': R — R durch

€1 £ —€
(232t ) = Ty LU, uFE T,
1 T T £1 Er—1 _ —Ep
R e L )

fiir reduzierte Worter 7" - - - z8r.

Es gilt o/ (u™') =idg: Ist u # =", so gilt
T

(@5t gl () = (@) () =

Ist u= 2, sogilt u=! =asr £ 7" da 2] - 25 reduziert ist. Also ist

gl () = (@) = e
~—

Also ist v/(u~!) = idgr und genauso (u~!)’u’ = idg. Damit ist u’ eine Bijektion, d.h. v’ € Sym(R).
Also ist a: X — Sym(R), x — 2/, wohldefiniert. Wegen der universellen Eigenschaft von F existiert ein
Homomorphismus 6: F — Sym(R) mit 06 = «, also

[2]0 = za = 2" firz e X.
F=_5/~
o IRNRE 1Y
Ty
X - Sym(R)

Seien nun v, w € R mit v ~ w. Zu zeigen ist v = w. Aus [v] = [w] folgt [v]d = [w]f € Sym(R). Sei v = a7 - - - xt".
Dann ist [v] = [2]'] -+ [z57] und
016 = ([25110) - ([22716) = (257)' - &)’ € Sym(R)

T

Wende diese Funktion auf das leere Wort 1 an:

L([wl) =1 (a7") - (a7r)" = af' (@3?) - (7)) = af'al’ a2l = v

Hier geht ein, dass v reduziert ist. Also ist 1([v]6) = v und genauso 1([w]f) = w. Nach Annahme gilt [v]0 = [w]6,
also v = w. O
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Normalform. Nach dem Satz kann jedes Element von F (wie oben konkret konstruiert) eindeutig in der
Form [w] mit einem reduzierten Wort w geschrieben werden, etwa
w=z{ -z mitr>0, ;€ X, g =+l

Dann ist [w] = [z1]®* - - - [z,]°". Indem wir hintereinander auftretende Terme mit demselben Element z; zusam-
menmultiplizieren, gelangen wir zu einem Ausdruck der Form

[w] = [g1]" - [ys)'* mit s >0, l; € Z\ {0}, yi # yit1, vi € X.

Daraus kann man das urspriingliche reduzierte Wort wieder herleiten. Daher ist dieser Ausdruck eindeutig.
Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir w fiir [w], wenn w reduziert ist, insbesondere x fiir [z] fiir
z e X.

Korollar 8.8 (Existenz der Normalform). Jedes Element von F' kann eindeutig in der Form

w::L‘lf:L‘l;---:L‘f; mit s >0, l; € Z\ {0}, x; # xiy1, z; € X,

geschrieben werden. Wir nennen dies die Normalform von w € F.
Manchmal ist es praktisch, w(zx1,...,xs) fir w zu schreiben, bzw. w(z) mit = = (x1,..., ).

8.9 Charakterisierung freier Gruppen

Satz 8.10 (Normalform). Sei G eine Gruppe und X C G. Angenommen, jedes g € G kann eindeutig geschrieben
werden als

g:a:lf---xés mit s >0, x; € X, l; € Z\ {0}, x; # xiq1.

Dann ist G frei auf X, genauer: (G, Inklusion) ist frei auf X.

BEWEIS. Sei F' = S/~ die vorher konstruierte freie Gruppe auf X und o: X — F, x — [z]. Nach der universellen
Eigenschaft freier Gruppen existiert genau ein Homomorphismus 5: F' — G mit o8 = ¢, wobei ¢: X — G die
Inklusion ist.
B ist surjektiv: Es gilt (imo)p = Xt = X, also X C im . Wegen G = (X) und da 8 ein Homomorphismus ist,
ist B surjektiv.
B3 ist injektiv: Seien [w],[u] € F mit [u]8 = [w]B. Schreibe w = z!! ---z!s in Normalform. Dann ist [w] =
[£1]" -+ [x4)s. Beachte [z;]3 = z;08 = x;. Also ist

w]B = ([1]8)" - (2] )" =2t -2l = w.
Genauso ist [u]8 = u, falls u in Normalform ist. Daraus folgt v = w, also [w] = [u], d.h. § ist injektiv.
Also ist 8 ein Isomorphismus. O

Satz 8.11 (Eindeutigkeit freier Gruppen). Sei (F1,01) frei auf X1 und (Fa,092) frei auf Xo mit | X1| = |X2|.
Dann gilt Fy =2 F,. Genauer: Ist a: X1 — Xo eine Bijektion, so existiert ein Isomorphismus B: F| — Fy mit
015 = (o9.

FlLFQ

aﬁ T@

XIT>X2
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BEWEIS. Nach Voraussetzung existieren eindeutige Homomorphismen g1: Fy — F5 und [o: F» — Fi, sodass
die Diagramme

Fy Fy
V N V’ \\\\3!52
\\\J \\,4
X - ol Xy ———— o)
kommutieren, also
o181 = aos, o9f2 = atoy.

Es bleibt zu zeigen, dass 8 := 31 ein Isomorphismus ist. Dazu zeigen wir 8182 = idp, und $231 = idp,. Es gilt

01(8152) = (01B1)B2 = aoefs = aa toy = 1.

Also kommutiert das Diagramm
Iy

V B1B2

X1 Fl

o1

Dieses Diagramm kommutiert aber auch mit idp, anstelle von 31 52. Wegen der Eindeutigkeit folgt 5182 = idp, .
Genauso folgt 281 = idp,. O

Korollar 8.12. Ist (F,0) frei auf X, so gilt F = (imo).

Oft ersetzen wir (X, o) durch (im o, Inklusion) und nehmen so an, dass X C F' gilt und (F, Inklusion) frei auf
X ist. Wir sagen dann einfach, F ist frei auf X C F.

Korollar 8.13. Ist F' frei auf X C F, so besitzt jedes Element von F eine eindeutige Normalform in X.

8.14 Freie Gruppen und Erzeugendensysteme

Satz 8.15. Sei G eine Gruppe und X C G mit G = (X). Sei F frei auf Y C F. Ist a: Y — X surjektiv, so
existiert ein Epimorphismus B: F — G mit Bly = a.

BEWEIS. Seien ty: Y — F und tx: X — G die Inklusionen.

F

V N ap
\\
N

S

Y — X —— G
X

Es existiert ein Homomorphismus g: F' — G mit vy = aux, d.h. fly = a. Da G = (X) und X = Ya Cimfg,
ist 8 surjektiv. O

Korollar 8.16. Jede Gruppe ist epimorphes Bild einer freien Gruppe.

Satz 8.17 (Projektivitit). Sei F' eine freie Gruppe und seien G, H Gruppen. Sei a: F' — H ein Homomor-
phismus und B: G — H ein Epimorphismus. Dann existiert ein Homomorphismus v: F' — G mit 78 = «.

BEWEIS. Sei F freiauf X C F. Ist z € X, soist zao € H = im 3. Also kénnen wir g, € G wihlen mit g, 8 = za.
Wegen der universellen Eigenschaft von F' existiert dann ein Homomorphismus v: F' — G mit zy = g, fiir alle
x € X. Dann ist z(78) = ¢.0 = za, also v6|x = a|x. Wegen F' = (X) und da vf und @ Homomorphismen
sind, folgt v8 = a. O
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9 Prasentationen von Gruppen

9.1 Freie Prasentationen
Definition 9.2 (Freie Prisentation). Eine freie Prasentation einer Gruppe G ist ein Epimorphismus w: F —

G, wobei F frei ist.

Nach dem Korollar oben besitzt jede Gruppe eine freie Préisentation. Ist m: F' — G eine freie Prasentation, so
ist R:=kerm < F und F/R = G. Man nennt die Elemente von R Relationen.

Beispiel 9.3 (Standardprasentation). Sei F' die freie Gruppe auf der Menge

V={y, [1#g¢€G},

die in Bijektion zu G \ {1} steht, und Y C F'. Sei 7: F' — G der eindeutige Homomorphismus mit y,m = g.
Diesen Epimorphismus 7 nennt man die Standardprasentation von G.

Sei 7: F' — G eine freie Prisentation und F frei auf Y C F. Wihle S C F mit ker 7 = S¥ (normaler Abschluss).
Setze X := Y. Aus F' = (Y) und da 7 ein Epimorphismus ist, folgt G = (X). Ist r € ker 7, so kann r geschrieben
werden als

r= (sil)f1 e (si’“)fk mit s; € S, &, = +1, f; € F.

Wir sagen dann, r ist eine Konsequenz aus S bzw. aus s1, ..., Sk.
Die Prasentation m zusammen mit der Wahl von Y und S legt eine Priasentation von G durch ,,Erzeuger und de-
finierende Relationen“ fest. Dabei heiflen die Elemente von Y Erzeuger und die Elemente von S definierende
Relationen. Wir schreiben

G=(Y|S).

Das bedeutet: Es existiert eine freie Gruppe F auf Y mit G = F/ST.
Oft will man sich die Erzeuger als Elemente von G vorstellen. Man schreibt dann

G=(X|s(x)=1, s€8)

und nennt dies ebenso eine Prisentation von G durch erzeugende Relationen.

Schreibweise. Sei F frei auf Y und w € F. Dann kann man w als Wort in Y schreiben, etwa w = yl11 gyl
in Normalform. Ist G eine Gruppe, X C G und a: Y — X, y — ¥, eine Abbildung, so schreiben wir w =
w(yr,...,ys) € F und

_ I

w(gl)”'ays) = Y1 ,gés
fiir das entsprechende Produkt in G.

9.4 Der Satz von Dyck

Satz 9.5 (von Dyck, abstrakte Version). Seien G, H Gruppen mit freien Prisentationenc: F' — G und 6: F —
H, und es gelte kere C kerd. Dann ist die Abbildung

G—H, ge—gd (geF),

wohldefiniert und ein Epimorphismus.

BEWEIS. Das ist ein Spezialfall des Isomorphiesatzes:

G =F/kere — F/kerd = H, gkere— gkerd. O

24



Satz 9.6 (von Dyck, anwendungsorientierte Version). Sei G = (X | S) eine Prdsentation einer Gruppe G. Sei H
eine Gruppe mit H = (X) und X — X, x — &, eine surjektive Abbildung, sodass fiir alle s = s(z1,...,2,) € S
gilt:

s(z1,...,@y) =1 in H.

Dann existiert ein Epimorphismus ¢: G — H mit xp = .

BEWEIS. Sei F frei auf X und e¢: F' — G ein Epimorphismus mit kere = S¥. Sei §: F' — H ein Epimorphismus
mit 0 = z fur alle x € X. Fir s = s(z1,...,z,) € S gilt

Sézs(xl’..‘,xn)ézS(Ii‘l,...,jn) = 1

Also ist S C kerd < F und damit kere = S¥ C ker§. Nach dem Satz von Dyck (abstrakte Version) existiert
ein Homomorphismus ¢: G — H, xe — z6. Insbesondere gilt (ze)p = z6 = Z. g

9.7 Prasentationen der Diedergruppen

Ist eine Gruppe nur durch Erzeugende und Relationen gegeben, so ist es oft schwierig, ihre Struktur zu verstehen.
Zunéchst ist nicht einmal klar, ob es sich um die triviale Gruppe handelt. Um das auszuschliefen, miissen wir
eine nicht-triviale Gruppe konstruieren, in der die entsprechenden Relationen fiir geeignete Erzeuger gelten. Die
Diedergruppen haben wir bereits als semidirekte Produkte konstruiert.

Proposition 9.8 (Unendliche Diedergruppe). Die Gruppen
G=(x,y|z*=1, y*=1) und — H = (z,a|z*=1, raxa=1)

sind beide isomorph zu Dx.

BEwEIs. Wir benutzen, dass

Do = (Z) x (@) mit o(Z) =2, o(a) = o0, a® =a L.

G = Dy : Setze a := zy. Dann ist

T 1

a” = x_lxyx =yr=1vy -1

e =(zy)=a

Setze §j = za. Wegen Z = ! ist

y*=rara=a"a=a 'a=1
Nach dem Satz von Dyck existiert also ein Epimorphismus
0:G— Dy mit x— xund y +— 4.

Dann gilt af = (zy)0 = zy = xxa = a. Wir zeigen ker § = 1. Sei g € ker 0. Es ist G = (x,y) = (x,a), und wegen
a® = atist (a) < G. Also ist G = (x){a), d. h. es existieren r € {0,1} und s € Z mit g = 2"a®. Dann ist

l=g=2"a°—=2"=1,a°=1=r=0, s=0=g=2"a’=1.

Also ist ker @ = 1, d. h. 0 ist ein Isomorphismus und G = D,.
H = D : Schreibe D, wie oben. Nach dem Satz von Dyck existiert ein Epimorphismus

6: H— Dy mitax— 2, a— a.
Ein h € ker § ist wie oben von der Form h = z"a® mit r € {0,1} und s € Z. Dann ist
l=h=7"a"=r=s=0=h=1.

Also ist S ein Isomorphismus und H = D,. d
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Proposition 9.9 (Endliche Diedergruppen). Die Gruppen
G=(r,y|a*=9y>=1, (zy)" =1) und H:=(z,a|z’=1=d", rara=1)

sind beide Prdsentationen von Day,.

BEWEIS. Der Beweis ist dhnlich wie oben. Wir zeigen nur H = D,,,. Schreibe

Dy, = (Z) x (@), o(z)=2, o(a)=n, a® =a '

Nach dem Satz von Dyck existiert ein Epimorphismus §: H — Dy, mit x +— Z und a — a. Zu zeigen ist
ker 8 = 1. Sei h € ker . Dann ist h = z"a® mit r € {0,1} und s € Z, und

l=h=2"a°=2"=1=a"=r=0und n=o0(a) | s.

Da a™ =1, folgt a® =1, also h = z"a® = 1. Damit ist ker g = 1. O

9.10 Prasentation der symmetrischen Gruppe

Satz 9.11 (Présentation der symmetrischen Gruppe). Sein € N, n > 1. Dann ist

020 = (a1 ) = (o >
n — — y ey dn— .o .

BEWEIS. Beachte zuerst: Ist x% =1= x%, so gilt
(zpz)? =1 = zpaprpry =1 = zpa0 = xglxlgl = T,Tp = TpTk,

d.h. z; und z, kommutieren.
Erzeuger von S, mit diesen Relationen. Setze m; .= (i,i+1) € S, fiir i = 1,...,n — 1. Offensichtlich ist 7ri2 =1.
Firj=1,...,n—2ist

e = (G + DG+ 1,7 +2) = (.j+ 2,5 +1)

ein 3-Zyklus, also (m;mj41)> = 1. Fiir 1 < ¢ <k —1ist £+ 1 < k, also sind 7, = (¢, + 1) und 7, = (k,k + 1)
disjunkte Zykel, d.h. 7, = 7. Nach der Rechnung am Anfang ist damit (mpm,)2 = 1. Also sind in S, die
entsprechenden Relationen erfiillt.

Wir zeigen noch S, = (71, ..., m,—1). Bekanntlich wird S,, von allen Transpositionen erzeugt. Eine Transposition
hat die Form (7, j) mit ¢ < j. Wir zeigen (4,j) € (m1,...,m,—1) durch Induktion iber j — 1.

Ist j—i=1,s0ist j=i+1und (4,5) = (i,i+ 1) =m € (71, ..., Tn-1)-

Sei nun j — 4 > 1 und die Behauptung wahr fiir alle (z,7) mit 7—7 < j — 4. Dann ist j > i+ 1, also j — 1 > 1,

aber (j — 1) — i < j —i. Nach Induktionsannahme ist also (¢,5 — 1) € (m,...,7T—1), und damit
(,7)=0-174)0G5—-1) (G—1,4) € (m,..., 1)
—— ——
=Tj—1 =mj—1

G = S,,. Nach dem Satz von Dyck existiert also ein Epimorphismus ¢: G — 5, mit x; — m;. Wir zeigen, dass
¢ ein Isomorphismus ist, d.h. ker ¢ = 1. Wegen G/ ker ¢ = 5, ist |k|§10| = |S,| = n!l. Es gentigt also, |G| < n!
zu zeigen. Wir benutzen Induktion nach n.

Fiir n = 2 ist G = (1) mit 22 = 1, also |G| < 2 = 2L.

Sei n > 2 und die Behauptung wahr fir n — 1. Setze H = (x1,...,2,-2) < G und

1 =22 = (zjzj11)% = (zpxe)? fiir >

Go=(x1,...,Tn_ ) .
0 <1 2=, n—2,j=1,....n—3, 1<f<k—1<n-—2

26



Nach Induktionsannahme ist |Gp| < (n — 1)!. Nach dem Satz von Dyck existiert ein Epimorphismus Gg — H,
also ist |[H| < |Gp| < (n — 1)I. Es geniigt also, |G : H| < n zu zeigen, denn dann ist nach Lagrange

|IG|=|H|-|G:H|l<(n—1)!-n=nl
Setze
Qo :={H, Hvp_1, Hrp 17p_2, ..., Hry 124 o 21} CQ:={Hg:g € G}.

G operiert transitiv auf 2 durch Rechtsmultiplikation. Kénnen wir zeigen, dass
() ag € Qy fur alle a € Qp, g € G,
so folgt Q = Qo und damit |G : H| = || = |Q| < n. Wegen G = (x1,...,T,—1) missen wir fiir (x) nur
ar; €y firalleacQyundj=1,...,n—1

zeigen.

Sei v = Hxp1 -+ 2 € Qo mit i € {1,...,n} (fiir i = n ist hier « = H gemeint).

Fall j <i—1:Fiir i <k <n — 1 gilt nach Definition von G, dass (rz;)? = 1, nach der Rechnung am Anfang
also zpx; = xjx). Gleichzeitig ist j <i—2 <n — 2, also x; € H. Damit folgt

z;€H
oz :H-Tn—l"'xixj :H«le'n—l"'xi = Hxr, 1 - x; = .

Fall j > i: Wie vorher folgt aus der Definition von G, dass x; mit z;,...,x;_2 vertauschbar ist. Also ist

axj = HiL‘n_l tee xj+1(le‘j_1) $j_2 R 73 ZL‘j = Hwn_l cee ZL’j+1(£L’j$j_1.7}j) $j_2 R 7
vertauschbar mit x;

_ 3 _ 2_ .2 : _
Wegen (zj_1zjxj—1)(xjzj—12;) = (xj—12;)° = 1 und zi =i =1gilt zjz; 125 = xj123;-1, also

axj = Hxn_l tee xj+1(xj_1xjxj_1) l‘j_g s Ty
Ahnlich wie vorher vertauscht ZTj—1 mit Tj4q,...,2p—1. Da xj_1 € H, folgt

OZIL‘J' = Hl’jfl(l’nfl cee :EjJrl)(:L‘jxjfl) :UJ;Q Xy = Hl‘nfl X = Q€ Qo.
——
=H

Fille j =1 und j =1 — 1:

ar; = Hxy, 1 w1z = Heg 12401 € Qo,

ari_1 = Hxy_1---x2izic1 € Q. O

9.12 Endlich prasentierte Gruppen
Definition 9.13 (Endlich présentierte Gruppe). Eine Gruppe heifit endlich prasentiert, falls sie eine end-

liche Prasentation hat, d. h. eine Prasentation der Form (X | R) mit endlichen Mengen X und R.

Lemma 9.14 (Endliche Erzeugendensysteme). Sei G = (X) = (Y'), wobei Y endlich ist. Dann existiert eine
endliche Teilmenge Xo C X mit G = (Xo).

BEWEIS. Sei Y = {y1,...,yn}. Fiuri e {1,...,n} ist y; € G = (X), kann also als Produkt von endlich vielen
Elementen aus X und Inversen von Elementen aus X geschrieben werden. Fiir ¢ = 1,...,n existiert also eine
endliche Menge X; C X mit y; € (X;). Setze

n
XO = U Xl
i=1

Dann ist y1,...,yn € (Xo), also G = (y1,...,yn) = (Xp), und X ist endlich. O
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Satz 9.15 (Wahl der Erzeuger). Sei G eine endlich prasentierte Gruppe und X C G mit G = (X). Dann besitzt
G eine endliche Prisentation der Form (Xo | R) mit Xo C X.

BEWEIS. Sei G = (y1,...,Ym | s1 = -+ = s = 1) eine endliche Présentation. Dann ist insbesondere G =
(Y1, -+, Ym), nach dem vorigen Lemma existiert also eine endliche Menge Xy C X mit G = (Xy). Sei n = | X|
und Xo = {z1,...,2z,}, also G = (z1,...,zy).

Nun konnen die y; durch z1,...,z, und die x; durch y,...,y, ausgedriickt werden, etwa

yi=wi(z) (z=(z1,...,20)), 25 =0y Y= Ym))

Dann gelten die folgenden Relationen in zy,...,z,:

(%) si(wi(z),...,wp(x)) =1 (i=1,...,k), z; =vj(w1(x),...,wn(x)) (G=1,...,n).

Sei
G={(z1,..., % | si(w1(Z),...,wn(T)) =1 (i=1,...,k), vj(W1(Z),..., wn(T)) i;l =1(G=1,...,n)).

Nach dem Satz von Dyck und (x) existiert ein Epimorphismus ¢: G — G, 7, — ;.

Setze ¥; == w;(Z) € G. Dann gilt s;(71,...,9m) = 1 in G fiir i = 1,..., k. Nach dem Satz von Dyck existiert
also ein Epimorphismus ¢: G — G, y; — 7.

Zu zeigen ist o = idg und Y = idg. In G gilt ; = v;(G1, ..., Um) fiir j = 1,...,n. Also ist

TjpY =z = v (Y1, - Ym)Y = ;Y - YD) = Vi1, Ym) = T

Da G = (z1,...,Zy), folgt vy = ids. Weiter ist
Yty = Yip = wi(T)p = wi(x) = yi,

also Y = idg. Damit ist ¢ ein Isomorphismus.

ERGANZUNG

Also ist G eine endliche Prisentation von G mit den Erzeugern z1,...,z, € Xo C X.
]
Beispiel 9.16. o Freie Gruppen iiber endlichen Mengen sind endlich prisentiert, durch F(X) = (X | 0).
o Jede zyklische Gruppe ist endlich prasentiert, durch (x | §) oder (z | 2" = 1) (n € N).

o Jede endliche Gruppe ist endlich présentiert. Denn sei G endlich und G = (X) mit X C G (z.B. X = G),
und sei F' frei auf X. Dann existiert 7: F' — G mit 7|y = idx, und es ist

G = (X | kerm), wobei F//kerm = G endlich ist.

Nach dem folgenden Lemma ist daher ker 7 endlich erzeugt.

Lemma 9.17 (Untergruppen von endlichem Index). Sei G eine endlich erzeugte Gruppe und H < G mit
|G : H| < 0o. Dann ist H endlich erzeugt.

BEWEIS. Sei G = (X) mit X C G endlich, und sei {1 = t1,t9,...,%;} ein Rechtsschnitt von H in G, d.h.
|G : H| =i und Hty, ..., Ht; sind die Rechtsnebenklassen von H in G.

Ist g € G, so ist die Abbildung Ht; — Ht;g eine Permutation von Hty, ..., Ht;. Also existiert o € Sym(7) mit
Ht;g = Htj,. Wir schreiben jg fiir jo, d.h. Ht;g = Ht;,, und

tig = h(j,9)tjg mit h(j,g) € H.
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Fir g,h € G gilt
Htjgn) = Htj(gh) = (Htjg)h = (Htjg)h = Ht(jo)n,

also (jg)h = j(gh).
Wir zeigen H = (h(j,g) 15 =1,...,i und g € XUX1); das ist eine endliche Menge. Seia € H und a = y; - - - yg
mit y; € X UX ! fiir i =1,..., k. Dann ist

a=tia=tiy1- -y =h(L,y1) iy y2- -y = - ...
= h(Ly1) h(ly1,y2) - h(ly1 - Yr—1, k) tiyrye-us -
——

=t1q
Aber Ht1, = Htija = Ha = H = Hty, also t1, = t; = 1. Damit liegt a im Erzeugnis der h(j, g). O

Satz 9.18 (P. Hall). Sei G eine Gruppe und N < G, sodass N und G/N endlich prisentiert sind. Dann ist G
endlich prdsentiert.

BEWEIS. Sei
N={(x1, .., &m | T1,...,Tk) und G/N = (y1N,...,ynN | s1,...,5).

Dann ist G = (x1,...,Zm, Y1, --,Yn), und in G gelten die folgenden Relationen:

ri(z) =1 (i=1,...,k),
sj(y) = t;(x) fir ein Wort ¢j(x) in z1,...,2p (j=1,....,0),
y; iy = uij(w) (i=1,...,m, j=1,...,n),
y]xzyjlzvzj(:c) (t=1,....m, j=1,...,n).
Sei G die Gruppe mit Erzeugern Z1, ..., Zm, ¥1, - - . , Jn und den obigen Relationen, mit z = (Z1,. .. ,a_:r_n) anstelle
von x und y = (Y1, ..., Yn) anstelle von y. Nach dem Satz von Dyck existiert ein Epimorphismus a: G — G mit
Ti— T; und gj»—>yj. B ~
Wir zeigen, dass « ein Isomorphismus ist. Sei K :=ker o und N = (Z1,...,Zy,). Dann ist Na = (z1,...,2y) =
N.
KNN =1:Sei w(z) € KN N. Dann ist 1 = w(Z)a = w(z) € N. Wegen N = (21,...,2m | r1,...,75) folgt,
wenn Fy die freie Gruppe auf {x1,...,z,,} ist und R = {ry,...,7}, dass w € RN, Also ist w(z) € R® mit

R = {ri(z),...,m(2)}. Wegen 7;(Z) = 1 in G (nach Definition von G) folgt w(z) = 1. Das zeigt K NN =1,
also ist a|y: N — N ein Isomorphismus.

N <9 G: Wegen g;liigj € N und yjji“igj;l € N nach Definition von G ist N = (Z1,...,Z,) 4 G =
(T1 s Tmy Y1y e v o5 Un)- _ ~

K CN:Sein: G— G/N, g+ gN.Dannist Na = N = kerm, also N C ker(ar). Nach dem Homomorphiesatz
induziert ar einen Epimorphismus

a: G/N — G/N, gN ~ gam = (ga)N.

Insbesondere ist (y;N)a = y;N. Sei v(y1N,...,ypN) € ker &. Dann ist

/U(le’ ctt >yTLN) = U(QlN, A 7gnN)& = 1G/N'

Wegen G/N = (y1N,...,ynN | s1,...,s) sind alle Relationen in G/N Konsequenzen von si,...,s;. Nach

Definition von G gilt s;(y1 N, ..., ynN) = la/n, also v(inN,...,ynN) =1, d.h. ker @ = 1. Damit ist
KN/NCkera=1=KCN=K=KNN =1.

Also ist « ein Isomorphismus.
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ERGANZUNG

Da G endlich viele Erzeuger und Relationen hat, ist G = G endlich prisentiert.

O
Definition 9.19 (Polyzyklische Gruppe). FEine Gruppe G heifit polyzyklisch, wenn es eine Kette
1=Gy9G 4--- 4G, =G
gibt, sodass G;/G;—1 firi=1,...,n zyklisch ist.
Korollar 9.20 (Polyzyklische Gruppen). Jede polyzyklische Gruppe ist endlich prasentiert.
BEWEIS. Das folgt aus dem Satz von P. Hall durch Induktion iiber n. O
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Auswahl, Aufbereitung und Darstellung stammen vom Autor. Bei Weitergabe, Vervielfaltigung oder Verwendung dieses Werkes
(auch auszugsweise) wird um einen Hinweis auf den Autor als Zusammensteller gebeten. Hinweise oder Korrekturen kénnen per
E-Mail an mail@math.moschpit.de geschickt werden.

2 English: The content of this work is based entirely on the lecture scripts and notes of Prof. E. Henke; the selection, arrangement,
and presentation are the author’s own work. In the event of redistribution, reproduction, or use of this work (in whole or in part), a
reference to the author as compiler is kindly requested. Feedback or corrections may be sent via email to mail@math.moschpit.de.
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