mosch B2 mail@math.moschpit.de

AL10: Algebra I

Wintersemester 2025/2026
Leitung: Prof. A. Thom, Dr. V. Alekseev

Inhaltsverzeichnis
(1 Multilineare Algebral 3
[L1.1 Tensorprodukte] . . .. . .. ... ... Lo 3
[Definition 1.1.1 (Tensorprodukt)| . . . ... ... ..... ... ...... 3
[Definition 1.1.3 (Freier Vektorraum)| . . . . . ... ... ... ....... 3
[Lemma 1.1.6 (Lineare Unabhéngigkeit im Tensorprodukt)| . . . . . . . .. 4
[Beispiele 1.1.9 (weitere natiirliche Isomorphien)| . . . . . . ... ... ... 4
(1.2 AuBere Algebral . . . ... ... . ... ... ... 5
Definition 1.2.1 (Tensoralgebra)| . . . . . ... ... ... ... ... .... 5
Definition 1.2.3 (Auflere Algebra)l . . . . . . ... ... ... ... ..... 5
1.3 Alternierende Formen und Determinantel . . . . . .. ... ... .. 6
[Definition 1.3.6 (Determinante)| . . . . . . . . .. .. ... ... ... ... 7
2 Gruppentheorie| 8
2.1 Grundlagen| . . . . . .. 8
[Definition 2.1.8 (Erzeugte Untergruppen)| . . . . .. ... ... ... ... 9
2.2 Gruppenwirkungen - Allgemein| . . . . .. .. ... ... ....... 9
[Definition 2.2.1 (Gruppenwirkung)| . . . . ... ... ... .. ... ..., 9
Definition 2.2.2 (Bahn / Orbit)] . . . . ... .. ... . .......... 9
[Lemma 2.2.4 (Orbitzerlegung)|. . . . . ... ... .............. 10
Definition 2.2.5 (Transitivitat)]. . . . . . .. ... ... ... ... .... 10
[Definition 2.2.8 (Stabilisator)] . . . . . . .. .. ... ... .. ... .... 10
2.3 Gruppenwirkungen auf Gruppen| . .. ... .. ... .. ....... 10
[Korollar 2.3.6 (Klassifikation von Wirkungen)| . . . . ... ... ... ... 11
[Lemma 2.3.9 (Bahnformeln / Orbit-Theoreme)] . . . . .. ... ...... 12
[Satz 2.3.10 (von Lagrange)l . . . . . . . . . . v 12
2.4 Normalteilertheorie| . . . . . . . . .. ... oo 13

zul. gedndert am 7. November 2026



Definition 2.4.1 (Normalteiler)|. . . . . .. .. ... ... ... ... ... 13
Satz 2.4.2 (Homomorphiesatz fir Gruppen)| . . . . . ... ... ... ... 13
2.5 Geometrie und Gruppen|. . . . . . .. ... Lo 14
Satz 2.5.1 (von Euler)| . . . . .. ... 14
Satz 2.5.3 (Klassifikation endlicher Rotationsgruppen)| . . . . . . .. ... 14
2.6 Strukturtheoriel. . . . . . ... ... ..o oo 14
[Definition 2.6.1 (Kurze exakte Folge / Sequenz)[ . . . . . . ... ... ... 14
[Lemma 2.6.7 (Erzeuger von Alt(n))|. . . . . ... ... ........... 15
[Definition 2.6.8 (Automorphismus)| . . . . .. ... ..... ... ..... 15
[Definition 2.6.11 (Charakteristische Untergruppe)|. . . . . . ... ... .. 16
[Definition 2.6.14 (Kommutatoruntergruppe)| . . . . . ... ... ... ... 16
Definition 2.6.17 (Derivierte Reihe)] . . . . . .. .. ... ... ... .... 17
Definition 2.6.19 (Auflssbarkeit)|. . . . . .. ... ... . ... ... ... 17
[Lemma 2.6.21 (Auflsbarkeit Untergruppe und Quotient)] . . .. ... .. 17
[Satz 2.6.22 (Auflosbarkeit in einer k.e.S.)|. . . . . . ... ... ... .... 17
Definition 2.6.24 (Normalreihe)| . . . . . ... ... ... .......... 18
[Satz 2.6.26 (Auflosbarkeit und Normalreihe)| . . . . . . . .. ... ... .. 18
[Definition 2.6.29 (Nilpotenz)|. . . . . . . . . . ... 18
2.7 Sylow-Theorie| . . . ... ... ... ... ... ... .. .. 19
[Definition 2.7.1 (p-Gruppe)| . . . . ... ... .. ... ... ... ... .. 19
[Definition 2.7.3 (p-Sylow-Untergruppe)|. . . . . ... ............ 19
[Satz 2.7.4 (Erster Sylow-Satz)| . . . . .. ... ................ 19
[Satz 2.7.5 (Zweiter Sylow-Satz)] . . . . ... ... ... ... ... 19
[Satz 2.7.7 (Dritter Sylow-Satz)] . . . . . . . . . ... .. ... .. .. ... 19
2.8 Semidirekte Produktel . . ... ... ... ... . 000000 20
[Definition 2.8.3 (Spaltung). . . . . ... ... .. .. ... ........ 20
[Satz 2.8.5 (Semidirekte Produkte und Spaltende Erweiterungen) . . . . . 20
2.9 Erzeuger und Relationen| . . . .. .. ... ... 00000 21
[Definition 2.9.1 (Wort)[ . . . . . ... ... ... ... ........ 21
[Definition 2.9.4 (Freie Gruppe)| . . . . .. ... ... .. .. ..... 21
Definition 2.9.8 (Normale Hiille)] . . ... ... ............... 22
[Definition 2.9.9 (Universelle Gruppe)| . . . . . . . . .. ..ot 22




1 Multilineare Algebra

1.1 Tensorprodukte

Definition 1.1.1. (Tensorprodukt). Seien V,W K- Vektorrdume. Ein Vektorraum T
zusammen mit einer bilinearen Abbildung B : V x W — T heiffit Tensorprodukt von
V und W, wenn T folgende universelle Eigenschaft besitzt: Fiir jeden K— Vektorraum Z
und jede bilineare Abbildung ¢ : V x W — Z existiert eine eindeutige lineare Abbildung
p: T —Z mitpof=¢:

Wir bezeichnen T :=V Q W

Lemma 1.1.2 (Eindeutigkeit des Tensorprodukts). Falls T :=V @ W existiert, dann
ist dieses Tensorprodukt eindeutig (bis auf eindeutige Isomorphie). Dies folgt direkt aus
der universellen Eigenschaft.

Definition 1.1.3. (Freier Vektorraum). Sei S eine belicbige Menge. Wir definieren

F(S) = @K = {(as)ses|as = 0 fiir fast alle s € S}
seS

als den freien K—Vektorraum iiber S.

Lemma 1.1.4 (Existenz des Tensorprodukts). Das Tensorprodukt V- @ W existiert fiir
jedes Paar V,W. Die explizite Konstruktion lautet:

VeoW:=FV xW)/I,
wobei I das folgende Ideal sein soll

Av,w) — (Av,w), Mv,w) — (v, \w), | v,v1,v2 €V
I::< (v1 + v, w) — (v1,w) — (ve,w), w,wl,w2€W>
(v, w1 +wa) — (v,wy) — (v, wa) AeK

mit der bilinearen Abbildung

B:VxW=VeW, (vw)—[(v,w)]=vw



Bemerkung 1.1.5. Nach dieser Konstruktion des Tensorproduktes haben wir die fol-
genden Relationen innerhalb des Tensors von V ® W erzwungen:

Av@w)=Rw=v& \w
(1 +v2)Qw=v1 QW+ v2 QW
v® (W) + w2) =v@w + v ws

Des weiteren existieren natiirliche Fortsetzungen des Tensoroperators auf die Vektorrdu-
me

1. Hom(V, Z) ® Hom(W,U) :
fRg:VRZ-WaU, vewr f(v)®g)

2. Ve W*:
apB: VoW =K, vwr alv)-[(w)
3. KoK=K:
P KK—-K, A®n—A-n
Lemma 1.1.6. (Lineare Unabhéngigkeit im Tensorprodukt). Seien vy, ...,v, € V linear
unabhdngig, wi, ..., w, € W beliebig ungleich Null. Dann sind vi Qwz, ..., v, Qwy, linear

unabhdngig in V@ W.

Korollar 1.1.7 (Tensorproduktbasis). Wenn B = (b;)icr, C = (¢j)jes Basen in'V bzw.
W sind, dann ist B® C := (b; ® ¢j)icr jes eine Basis von V@ W

Korollar 1.1.8 (Dimension des Tensorprodukts). Falls V,W endlichdimensional, dann
gilt:
dimV@W =dimV - dim W

Beispiel 1.1.9. (weitere natiirliche Isomorphien). Es sind die folgenden Tensorprodukte
und Vektorrdume auf natiirliche Weise isomorph zueinander:

L. WeV*2Hom(V,W) ¢:WeV*—=End(V), w®a— (v a(v)w)

Hinweis: Es gibt in V' ® W Elemente, die sich ggf. nicht durch Elementartensoren
darstellen lassen. Diese morphen zu Homomorphismen héreren Ranges.

2. VeV*=ZEnd(V), ¢:VeV*—End(V), v®a— (z— alx)v)
3. KeK=2K, ¢:KK—->KA®@n—An



1.2 Auflere Algebra

Definition 1.2.1. (Tensoralgebra). Sei V' ein K— Vektorraum. Die Tensoralgebra
T (V) ist definiert als

T(V)=PV*F=KaVaVeVa..
k=0

wobei VO =V ® --- @V meint.
k

Bemerkung 1.2.2. Die hinzugekommene “Multiplikation” meint hier das Nebeneinan-
derschreiben der Tensoren.

(M@ Qup) (W1 @+ W) =V1 @ QU QWL R -+ - Wiy

Diese ist so schon ausreichend definiert, weil ® nach Konstruktion bereits bilinear ist.
Es bendtigt fiir eine sinnvolle Struktur noch eine Symmetrie-Forderung an diese Tensor-
Multiplikation, es geniigt allerdings Schiefsymmetrie wie wir sehen werden, um die spater
noch folgenden gewiinschten Objekte besser studieren zu kénnen.

Definition 1.2.3. (AuBere Algebra). Sei I\(V) das Ideal definiert durch
INV):=(@wovveV) aT(V)

Dann bezeichnen wir mit
A(V):=TV)/IAV)

die auflere Algebra von V. Wir notieren die Elemente von A(V') mit

Ul/\.../\q)k:[’Ul®“'®vk]h(v)EA(V)

Bemerkung 1.2.4. Mit der Definition der &ufleren Algebra als Quotienten erzwingen
wir die folgenden Eigenschaften:

vAv=20

VAW =—wAv
denn (v+w) A (v+w)=vAv+vAw+wAv+wAw=0.

v 0 0
Entsprechend ist das A—Produkt in A(V') schiefsymmetrisch oder antikommutativ.




Definition 1.2.5 (k-te duflere Algebra). Wir meinen gerade mit
AR(V) = V1) € AV)

den direkten Anteil der dufleren Algebra, der gerade ein Wedgeprodukt aus genau k Vek-
toren aus V ist. Es gilt daher auf natiirliche Weite die dquivalente Definition

AV) = D ARV
k=1

Korollar 1.2.6 (Endlichkeit und Dimension der &ufleren Algebra). Betrachte A(V') tiber
etnem endlich-dimensionalen Vektorraum V mit dimV = n. Dann gilt

dim A(V) = 2" = 2dimV

Korollar 1.2.7 (Dimension der k-ten dufleren Algebra). Weil jeweils das geordnete
Tupel (b, A -+ A bj, )1<iy<...<i<n €ine Basis von AF(V) bildet, muss

dim A*(V) = (k>

1.3 Alternierende Formen und Determinante

Definition 1.3.1 (Alternierende multilineare Abb.). Eine multilineare Abbildung « :
Vk = K heifit alternierend, falls

(U1, ey Uiy ooy Uy oy Un) = — (U1, o, Vg, oy Uy oy Upy)
fir alle i # 5 € {1,...,n}. Wir bezeichnen mit

Ap(V) = {a: V¥ = K | a multilinear & alternierend}

Korollar 1.3.2. Aufgrund der Schiefsymmentrie des A— Produkts entsteht folgende na-
tirliche Isomorphie:

(AFVY* = ARV = AL (V)



Definition 1.3.3 (Volumenformen). Der Vektorraum A™(V*) mit n = dim V* heifit
Raum der Determinantenformen. Ein Element w € A™(V*)\ {0} heifit Volumenform auf
V*.

Definition 1.3.4 (Induzierte Abbildungen auf Tensoralgebren). Sei f € Hom(V, W).
Bezeichne mit

T(f): T(V)=>TW), 11 ® ... Qup = f(v1) ® ... ® f(vy)

die durch f auf die Tensoralgebra induzierte multilineare Abbildung. Weiterhin haben wir
eine homomorphe Induktion nach A(V)) mit

A(f) : A(V) = AW), vi Ao Avp = f(ur) Ao A fug)

und kanonisch in dieser Definition schon inkludiert AF f.

Bemerkung 1.3.5. Bemerke dass fiir V' endlichdimensional und dim V' = n die Dimen-
sion dim A"V = 1 und damit A”f : A"(V) — A"(V) eine eindimensionale Abbildung
vom Rang hochstens 1 sein kann und damit durch z — ax mit a € K gegeben sein
muss. Dieses « ist tatsdchlich eindeutig. Es kann nur eine solche Abbildung fiir jedes f
existieren.

Definition 1.3.6. (Determinante). Sei V' K— Vektorraum, dimV = n und f € End(V).

Dann ist det f € K eindeutig bestimmt als dasjenige Skalar, fiir das die Funktion
AN'fAM(V) = A"(V),v1 A ... Aoy — det for Ao Aoy

multilinear ist bzw. das Korperelement, fir das gilt :

A"f = det f - idpny



2 Gruppentheorie

2.1 Grundlagen

Definition 2.1.1 (Transformationsgruppe). Sei X eine beliebige Menge und G < Sym(X)
eine Untergruppe. Dann heifit G Transformationsgruppe auf X

Definition 2.1.2 (Aquivalenz under Transformationsgruppen). Seien F,F' C X und
G < Sym(X). Dann heiflen

F, F' dquivalent unter G :<= 3g € G mit g(F) = F'

Definition 2.1.3 (G-Symmetrien). Sei G eine Transformationsgruppe auf X . Die G—Symmetrien
von F' C X sind definiert als

Symg(F):={geG|g(F)=F}

also diejenigen Transformationen, die F' invariant lassen.

Definition 2.1.4 (Zyklische Untergruppen). Sei g € G. Dann bezeichnet

(9) = {g"|k € Z}

die durch g erzeugte zyklische Untergruppe.

Definition 2.1.5 (Ordnung). Sei g € G. Dann ist
ord(g) := inf{k € Z|g* = 1}
die Ordnung von g. Wir bezeichnen mit |G| (Anzahl der Elemente von G) die Ordnung

von G

Definition 2.1.6 (Zyklische Gruppen). Sei G eine Gruppe. Falls 3g € G mit (g) = G,
dann heifst G zyklisch. g heifit dann Erzeuger von G.

Lemma 2.1.7 (Eigenschaften zyklischer Gruppen). Sei G eine Gruppe.
1. Falls G zyklisch und unendlich, dann ist G = Z, falls endlich, dann G = Z/nZ

2. g* € (g) = G ist genau dann ein Erzeuger, wenn ged(n, k) = 1



3. Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch. Falls |G| = n und q | n,
dann existiert genau eine Untergruppe H < G mit |H| = q

4. Falls |G| = p prim, dann ist jede nichttriviale zyklische Untergruppe von G die
Gruppe selbst.

Definition 2.1.8. (Erzeugte Untergruppen). Sei S C G eine beliebige Teilmenge einer
Gruppe G. Dann ist
(S) = ﬂ H

SCH<G

die sogenannte von S erzeugte Untergruppe. G wird von S erzeugt, falls (S) = G

2.2 Gruppenwirkungen - Allgemein

Definition 2.2.1. (Gruppenwirkung). Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Eine
Wirkung G ~“ X ist ein Homomorphismus

a:G— Sym(X), g oy

Entsprechend bleibt bei einer qualifizierten Abbildung die Homomorphie-FEigenschaft zu
tberpriifen:
Vg,h € G agp=agoa

Ein G—Raum ist dann eine Menge X zusammen mit einer festen Wirkung G ~* X.
Falls o fiziert bleibt, schreibe ag(x) =:g-x firz e X,g€ G

Definition 2.2.2. (Bahn / Orbit). Sei G ~* X eine Wirkung und x € X. Dann
bezeichnet
G2 = {ay(a) |g € G}

die Bahn oder den Orbit von z.

Korollar 2.2.3 (Orbit-Aquivalenzrelation). Sei G ~* X eine Wirkung. Die Relation
r~y =G -x=G- -y
ist eine Aquivalenzrelation. Wir bezeichnen den Quotienten
X/w=G\X
als Bahnenraum oder Quotientenraum der Wirkung. Es gilt auch die triviale Aquivalenz:

r~y<—dheG x=h-y



Lemma 2.2.4. (Orbitzerlegung). Sei G ~* X eine Wirkung. Dann zerlegt sich die
Menge X disjunkt in die Orbits der Aquivalenzklassen von G\ X :

X = |_| G-z
[z]leG\X

Definition 2.2.5. (Transitivitit). Eine Wirkung G ~* X heifit transitiv, falls 3z € X
mit G-x=X.
Bemerkung 2.2.6. Falls G ~* X eine transitive Wirkung ist, dann gilt die Aquivalenz

Jre XG r=X<—=VeeXG z=X

Bemerkung 2.2.7. Per Definition wirkt G auf jede Bahn G - x transitiv. Jede Wirkung
ist damit disjunkt zusammengesetzt aus transitiven Wirkungen und wir koénnen unser
Studium deshalb auf diese beschranken.

Definition 2.2.8. (Stabilisator). Sei G ~* X eine Wirkung und x € X. Dann ist
Stab(z) := {g € G| ay4(x) = =}

Wir nennen x einen Fixpunkt der Wirkung, falls Stab(xz) = G. Offensichtlich ist Stab(z) <
G

Definition 2.2.9 (G-Aquivarianz). Seien G ~* X und G ~? Y zwei G— Wirkungen.
Eine Abbildung ¢ : X — 'Y heifst G—aquivariant, falls

plag(z)) = By(p(x) VreX,ged

2.3 Gruppenwirkungen auf Gruppen

Definition 2.3.1 (Links- und Rechtswirkungen). Seien G ~L' G und G ~F G die
Links- bzw. Rechtswirkungen von G auf sich selbst mit Ly(h) := gh und Ry(h) := hg™ .
Dann kénnen wir diese Wirkung einfach als die abgeschlossene Gruppenoperation sehen
und damit die Struktur der Gruppe selbst besser untersuchen.
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Definition 2.3.2 (Nebenklassen). Sei H < G Untergruppe. Dann kénnen wir die Wir-
kungen aus eben so gut einschrinken auf H ~ G. Betrachte zunichst H ~* G
die Links-Wirkung von H. Dann entstehen nach der Orbitzerlegung[2.2.]] die Rechts-
Nebenklassen in ithrem Quotienten, die wir mit

Hg:={hge G|he€ H} € H\G
bezeichnen. Entsprechend entstehen bei der Rechts- Wirkung H A% G die Links-Nebenklassen
gH :={ghe G|he H} € G/H

Hinweis: Hdaufig werden die Notationen inkonsistent benutzt. Es gilt jeweils den Quoti-
enten und dessen Nebenklassen immer beziiglich der aktuellen Wirkung zu betrachten.

Bemerkung 2.3.3. Fiir abelsche Gruppen G stimmen Rechts- und Linksnebenklassen
iiberein.

Definition 2.3.4 (Konjugationswirkung). Die sehr hdaufig betrachtete Konjugationswir-
kung G ~C G ist definiert durch Cy(h) = ghg™!. Hier betrachtet man wiederrum selten
Nebenklassen, sondern eher Untergruppen auf die gewirkt wird. Wir bezeichnen mit

gHg ' :={ghg' € Glh € H}

die durch g zu H konjugierte Untergruppe.

Satz 2.3.5 (Klassifikation von transitiven Wirkungen). Sei G ~ X eine transitive
Wirkung und x € X fest (Bemerke . Dann gilt die folgende Isomorphie:

G~ X =G~ G/Stab(x)
mittels des Isomorphimus
p: X — G/Stab(:z:), Yy=9 -r— [g]Stab(;r)

man sieht:
kerp ={y=g- -z € X|g € Stab(z)} = {z}
@_1 : G/Stab(m) — X, {g]Stab(m) =g

alles wohldefiniert.

Korollar 2.3.6. (Klassifikation von Wirkungen). Sei G ~* X eine Wirkung. Dann
besteht ein Isomorphismus:

G X = |_| G ~ G/Stab(z)
[z]eX/G

mittels der Konstruktion in
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Definition 2.3.7 (Zentralisator). Sei G ¢ H die Konujgationswirkung auf H < G
Untergruppe. Dann bezeichnen wir mit

Zg(h) :={g € G|gh = hg}

den Zentralisator von h € H.

Bemerkung 2.3.8. Es gilt in der Situation [2.3.7

Stab(h) = Za(h)

Lemma 2.3.9. (Bahnformeln / Orbit-Theoreme). Sei G ~* X eine Wirkung. Dann

folgt aus[2.3.6
X|= Y [G/Stablx) 1)

[x]eX/G
Andererseit folgt ebenso fir die Wirkung

Stab(z) N G = |_| Stab(z) ~ Stab(z)
[z]€G/Stab(z)

und damit

_ 1G]
G- x| = [Stab(z)] (2)

Mittels erneuter Anwendungen von[2.5.6/ und entsprechender Umformungen erhdlt man
auferdem

W@ﬂ;Z&ww 3)

zeX

fiir endliche X, G

Satz 2.3.10. (von Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe und H < G. Dann gilt
G| = |H|-|G/H]

insbesondere teilt die Ordnung von H die Ordnung von G.

Korollar 2.3.11 (Direkte Lagrange-Folgerungen).

1. Sei G eine endliche Gruppe und g € G. Dann gilt ord(g)||G|
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2. Sei |G| = p prim. Dann ist G zyklisch.

Definition 2.3.12 (Index einer Untergruppe). Sei G Gruppe mit H < G. Dann be-
zeichnet

|G/H|=:[G : H]

den sogenannten Index von H in G.

2.4 Normalteilertheorie

Definition 2.4.1. (Normalteiler). Sei G eine Gruppe und N < G. Dann heifs$t N Nor-
malteiler in G, falls fir die Wirkung G ~¢ G gilt:

gNg ' =N

Wir schreiben dann N < G.

Satz 2.4.2. (Homomorphiesatz fiir Gruppen). Sei G eine Gruppe und N <G. Dann gilt
a) G/N mit der natirlichen Multiplikation gN - hN = g - hN ist eine Gruppe

b) die natirliche Quotientenabbildung q : G — G/N, g +— gN ist ein surjektiver
Homomorphismus mit kerqg = N.

¢) fir jeden Homomorphismus ¢ : G — H mit kerp = N st die Abbildung ¢ :
G/N — imp, [g] — ¢(g) ein Isomorphismus

d) (Universelle Eigenschaft). Fir jeden Homomorphismus ¢ : G — H mit N C
ker ¢ existiert ein eindeutig bestimmter Homomorphismus ¢ : G/N — H, sodass
folgendes Diagramm kommutiert:

a—1 LN
=l
' \LEIQO

H

Falls N = ker ¢ ist ¢ Isomorphismus siehe c)

Lemma 2.4.3 (Index 2 impliziert Normalitét). Sei G Gruppe mit H < G, |G : H] = 2.
Dann gilt bereits H < G.
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2.5 Geometrie und Gruppen

Satz 2.5.1. (von Euler). Sei G = SO(3,R). Dann existiert fir jedes g € G ein | <
R3,dim! = 1 mit g-1 = | und g ist eine Rotation um l. (Jedes Element in SO(3) ist
eine Rotation und besitzt eine Rotationsachse.) Alternativ betrachte SO(3,R) ~ R3 mit
A-x = Az, dann sagt der Satz

Vg € SO(3,R) 3L < R®* Stab(l) = SO(3,R) Vi€ L

Lemma 2.5.2 (Polyeder-Rotation). Sei G < SO(3,R)S eine Gruppe, die nicht zyklisch
oder isomorph zuDay, fir n € N ist. Dann gilt |G| € {12,24,60}. Diese Zahlen erhalten
wir durch kombiniert mit und der Wirkung G ~ S?

Satz 2.5.3. (Klassifikation endlicher Rotationsgruppen). Sei G < SO(3,R) endlich.
Dann ist G isomorph zu einer der folgenden Gruppen

Z/nZ Dy, Alt(4) Sym(4) Alt(5)

2.6 Strukturtheorie

Definition 2.6.1. (Kurze exakte Folge / Sequenz). Ein Diagramm von Gruppen und
Homomorphismen ‘
1—-N-5G-5LHQ—1

heiffit kurze exakte Folge oder k.e.S, falls
(i) i injektiv ist
(ii) q surjektiv ist und

(i4i) imi = ker q

Falls so eine k.e.S existiert, dann sagt man auch, dass G als Erweiterung von Q) durch
N entsteht.

Bemerkung 2.6.2. Wir l6sen das Problem, dass N moglicherweise nicht selbst ein
Normalteiler in G sein kann, weil N ¢ G. Mit einer k.e.S. gilt jedoch:

i(N)<G

14



Definition 2.6.3 (Einfach). Eine Gruppe G (bzw. eine algebraische Struktur z.B. Ring,
Modul, Algebra) heifit einfach, falls jeder Homomorphismus ¢ : G — H entweder in-
jektiv oder trivial ist.

Bemerkung 2.6.4. Eine Gruppe G ist also (nach [2.4.2) genau dann einfach, wenn sie
keine nichttrivialen Normalteiler besitzt.
Satz 2.6.5 (Einfachheit von Alt(n)). Firn > 5 ist die Gruppe Alt(n) einfach, also

N <Alt(n) <= N = {1} oder Alt(5)

Bemerkung 2.6.6. Wie wir in AL20: Algebra II - Weiterfithrende Konzepte sehen
werden, ist das der Grund, warum im Polynomring K[7] im Allgemeinen keine Losungs-
formel fiir Gleichungen vom Grad > 5 existiert.

Lemma 2.6.7. (Erzeuger von Alt(n)). Die Alternierende Gruppe Alt(n) wird durch die
Dreierzykel (ijk), 1 < i,j,k < n erzeugt. Fiir n > 4 sind je zwei Deierzykel in Alt(n)
zueinander konjugiert.

Definition 2.6.8. (Automorphismus). Ein Automorphismus o : G — G ist ein inver-
tierbarer Homomorphismus (Isomorphismus auf sich selbst). Wir bezeichnen mit
Aut(GQ) == {a: G — G |a Automorphismus}
die Gruppe der Automorphismen auf G mit der Gruppenoperation o.
Lemma 2.6.9 (Innere Automorphismen, Zentrum). Die Wirkung G ~° G ist fiir jedes
g € G ein Automorphismus. Insbesondere gilt fiir jede Gruppe G die Homomorphie:
C:G — Aut(G), g~ (Cy: b~ ghg™)

Wir bezeichnen mit Inn(G) := im C die Innere Automorphismusgruppe von G, also alle
Autormorphismen der Form Cy. Wir bekommen die k.e.S. nach[2.6.1] mit

1— Z(G) — G —Im(G) % 1

wobei Z(G) :=kerC = {g € G|gh = hg Vh € G} das Zentrum von G ist.
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Lemma 2.6.10 (Aufiere Automorphismen). Wir definieren
Out(G) := Aut(G)/Inn(G)
Es besteht die k.e.S.

1 — Inn(G) — Aut(G) — Out(G) - 1

Definition 2.6.11. (Charakteristische Untergruppe). Sei G eine Gruppe und N < G
eine Untergruppe. Dann heif$t N charakteristisch, falls

Va € Aut(G) «(N):={a(n)ne N} =N
Da insbesondere Inn(G) C Aut(G) gilt

N charakteristisch = N normal in G

Korollar 2.6.12 (Charakteristik Z(G)). Das Zentrum Z(G) einer Gruppe G ist cha-
rakteristisch.

Bemerkung 2.6.13 (Tipp). Zur strukturtheoretischen Untersuchung der Automorphis-
mengruppe einer Gruppe G reicht es aus, Erzeuger von G zu untersuchen. Die Bilder
aller erzeugten Elemente sind dann durch das Bild der Erzeuger eindeutig bestimmt.
Insbesondere muss Bijektivitidt gewéhrleistet sein.

Definition 2.6.14. (Kommutatoruntergruppe). Sei G eine Gruppe. Dann definieren
wir
[G,G) = {lz,yll 2,y € G} [,y i=ayz™y ™!

als die Kommutatoruntergruppe von G. Es gelten insbesondere die Relationen (x,y,z €

G)

Z) [xay]_l = [y,ZIT]
ii) (o9, 2] = aly, o, ] = [, )
iii) [z, 2y] = [z, 2]z[z, ylo =t = [z, 2][2%, y*]

Korollar 2.6.15 (Charakteristik Kommutatoruntergruppe). Die Kommutatoruntergrup-
pe [G, G] von G ist charakteristisch. Insbesondere ist der Quotient Gy, := G /|G, G] eine
abelsche Gruppe genannt Ableanisierung von G die die universelle Figenschaft erfillt

analog zu[2.4.9 d).
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Bemerkung 2.6.16. Falls G abelsch, dann ist [G,G] = {1} und Gy, = G

Definition 2.6.17. (Derivierte Reihe). Sei (G®)en rekursiv definiert durch:
GO .= @, GW = (gD g*-D) k>1

Wir bezeichnen (G(k))keN als die derivierte Reihe von G. Insbesondere gilt in absteigen-

der Weise:
b GE D )y gt

(eigentlich sogar mehr, ndmlich Charakteristik)
Bemerkung 2.6.18. Obwohl nicht gleich offensichtlich, gelt jedoch ebenso auch G*) <G

Definition 2.6.19. (Auflosbarkeit). Eine Gruppe G heifit auflosbar, wenn ihre deri-
vierte Rethe an 1 stabilisiert, also

G0 "2 1)

Bemerkung 2.6.20.

- Abelsche Gruppen sind auflésbar und stabilisieren bereits nach einem Schritt in
der derivierten Reihe.

- Eine einfache nicht-abelsche Gruppe kann nicht auflésbar sein, weil ansonsten ein
nicht-trivialer Normalteiler existieren wiirde.

Lemma 2.6.21. (Auflosbarkeit Untergruppe und Quotient). Sei G eine auflisbare Grup-
pe, dann gilt fir jede Quotientenabbildung q : G — @Q und jede Untergruppe H < G':

H ist aufiosbar & Q ist auflosbar

Satz 2.6.22. (Auflosbarkeit in einer k.e.S.). Sei eine k.e.S. gegeben durch
1—-N-5G6-5Q—1

Dann gilt:
N, Q sind auflosbar < G ist auflosbar
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Bemerkung 2.6.23. Satz|2.6.22)ist fundamental zur Untersuchung von endlichen Grup-
pen. Dieser Satz ermdglicht es schlussendlich die Struktur endlicher Gruppen zu klassi-
fizieren und auf die Bestandteile N und @

Definition 2.6.24. (Normalreihe). Sei G eine Gruppe. Eine absteigende Folge (Ni)gen<
G von Normalteilern in G heifst Normalreihe. Wir nennen (Ni)ren endlich, falls fir

G DONi...DNgD ...

ein n € N existiert, sodass N; = {1} fir l > n. Wir bezeichnen Ni/Nii1 als die
Subquotienten der Normalreihe.

Bemerkung 2.6.25. Die derivierte Reihe G ist solch eine Normalreihe mit abelschen
Subquotienten. Wir bendtigen diesen etwas allgemeineren Begriff, weil fiir die nachfol-
gende Eigenschaft eine Aquivalenz gilt.

Satz 2.6.26. (Auflosbarkeit und Normalreihe). Eine Gruppe G ist genau dann auflosbar,
wenn sie eine Normalreihe (Ni)ken <G mit abelschen Subquotienten besitzt.

Bemerkung 2.6.27. Die Aquivalenz gibt uns zumindest die Moglichkeit direkt
zu sagen, ob eine Gruppe auflésbar ist, wenn wir irgendeine Normalreihe von G mit
abelschen Subquotienten bereits kennen. In jeglich sonstiger Hinsicht ist die Aussage
eher schwach.

Definition 2.6.28 (Untere Zentralreihe). Sei G eine Gruppe. Dann definieren wir die
Folge (G(g))ken = (W(G))ren rekursiv durch

W(G) =G w(G) =[G m-1(G)]

Diese heifst untere Zentralreihe an G. Wir nennen eine Normalreihe aus auch
Zentralreihe, falls die Subquotienten Ny /N1 tberdies zentral in G/Nyy1 sind.

Definition 2.6.29. (Nilpotenz). Eine Gruppe G heifit nilpotent, wenn ihre untere Zen-
tralreihe an {1} stabilisiert.

Bemerkung 2.6.30. Jede nilpotente Gruppe ist auflosbar, weil die Subquotienten of-
fensichtlich abelsch sind. Die Umkehrung gilt jedoch nicht. In der Situation von [2.6.22]
ist G auflerdem nilpotent, wenn N und @ nilpotent sind und auflerdem N < Z(G).
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2.7 Sylow-Theorie

Definition 2.7.1. (p-Gruppe). Sei G eine Gruppe mit |G| = p" fir p prim und n € N.
Dann nennen wir G eine p— Gruppe.

Lemma 2.7.2 (Eigenschaften von p—Gruppen). Sei G eine p— Gruppe. Dann gilt
1. Falls G # {1} dann ist Z(G) # {1}
2. G ist nilpotent

3. Falls |G| = p?, dann ist G abelsch.

Definition 2.7.3. (p-Sylow-Untergruppe). Sei G eine Gruppe und |G| = m - p" fir
m,n € N,p prim und ged(m,p) = 1. (Eine solche Darstellung gibt es immer.) Dann
heifst S < G eine p—Sylow-Untergruppe, falls |S| = p"™. Wir bezeichnen mit

Syl,(G) :={S < G| S ist p—Sylow-Untergruppe}
die Menge der p—Sylow-Untergruppen von G. Im Nachfolgenden nennen wir diese Art
von Untergruppen der Einfachheit halber gelegentlich p—Sylow’s.

Satz 2.7.4. (Erster Sylow-Satz). Sei G endlich. Fir jede Primzahl p| |G| existiert eine
p—Sylow-Untergruppe.

Satz 2.7.5. (Zweiter Sylow-Satz). Sei G eine endliche Gruppe und p prim. Dann gilt
i) Jede p— Untergruppe ist in einer p—Sylowuntergruppe enthalten

i1) Alle p—Sylows sind zueinander konjugiert, also

VgeG ¢Syl (G)g~" =Syl (G)

Korollar 2.7.6 (Normalitat durch Sylow). Sei G eine Gruppe und S < G die einzige
p—Sylowuntergruppe. Dann ist S <G und G nicht einfach.

Satz 2.7.7. (Dritter Sylow-Satz). Sei G eine endliche Gruppe und p prim. Dann ist

ISyL,(G)| =1 mod p

19



2.8 Semidirekte Produkte

Definition 2.8.1 (Semidirektes Produkt). Sei eine Wirkung H ~* Aut(N) gegeben.
Dann definiere N xq H als diejenige Gruppe der Obermenge N x H mit der Gruppen-
operation

(nl, hl)(nz, hz) = (nlahl (TLQ), hlhg) (TL, h)_l = (ahfl (n_l), h_l>
Die Gruppe N xo H heifit semidirektes Produkt von N und H beziiglich der Wirkung
a: H — Aut(N)

Bemerkung 2.8.2. Die Gruppe N X, H enthilt die Gruppen
N 2{(n,1)|ne N} <N xo H H={(1,h)|he H} < N xo H
Wir bekommen entsprechend als k.e.S.
1—N-5Nx,H-5H—1

mit i(n) = (n,1) und ¢(n, h) = h mit einer Besonderheit

Definition 2.8.3. (Spaltung). Fine kurze exakte Folge
1—-N-56-%5Q—1

spaltet, falls ein Homomorphiusmus s : Q — G existiert mit g o s = idg. Wir kénnen
dann “ @ aus G herausschneiden”
Bemerkung 2.8.4. Eine kurze exakte Folge

1—N-SNx,H- S H 1
spaltet.
Satz 2.8.5. (Semidirekte Produkte und Spaltende Erweiterungen). Es gilt die folgende
Aquivalenz

Il—>N—i>Gi>Q—>ILspaltet — GZ=Nx,0Q

Satz 2.8.6 (Anwendung: Gruppen oder Ordnung 12). Sei |G| = 12. Dann ist G iso-
morph zu einer der folgenden Gruppen

Z/lQZ Z/QZ X Z/6Z Dqs Alt(4) Dicsg
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2.9 Erzeuger und Relationen

Definition 2.9.1. (Wort). Sei A eine Menge. Fin Wort w mit Buchstaben in A ist eine
endliche Folge ajas---a, mit a; € A, (n € N). Die Menge der Wérter mit Buchstaben
i A wird mit A* bezeichnet.

Definition 2.9.2 (Produkt von Wortern). Seien w,w’ zwei Worter mit Buchstaben in

A.

/
W=aj---an w:al...a

Das Produkt ww' wird definiert als

Definition 2.9.3 (Menge der reduzierten Wérter). Sei S Menge und setze S:{ss€cS}
sowie A := S US. Wir definieren die Menge der reduzierten Wérter

Fg:={w e A*| fir jedes s € S enthdilt w kein Teilwort der Gestalt s5 oder 5s}

Falls w € A*\ Fg, dann heifit w reduzibel. Fine Reduktion eines reduziblen Worts ist das
schrittweise entfernen von Teilwértern der Form s5 bzw. ss. Diese Operation nennen
wir Red(w)

Definition 2.9.4. (Freie Gruppe). Wir bezeichnen Fg als die freie Gruppe iber der
Erzeugendenmenge S mit der Gruppenoperation

w - w := Red(ww’)

mit ww' im Sinne von[2.9.9. Diese ist tatsichlich assoziativ mit Ezistenz von Neutralem
und Inversen Element(en).

Lemma 2.9.5 (Universelle Eigenschaft der freien Gruppe). Als Alternativdefinition oder
auch als Eigenschaft sagen wir: Eine Gruppe Fs heifit frei auf der erzeugenden Menge
S, wenn

i)SCFS

it) fir jede Gruppe G und fir jede Abbildung ¢ : S — G existiert ein eindeutiger
Homomorphismus ¢ : Fs — G mit ¢|s = . Es gilt wieder das kommutative
Diagramm

Tatsdchlich ist Fg die eindeutige freie Gruppe mit genau dieser universellen Figenschaft.
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Definition 2.9.6 (Freie Gruppe vom Rang n). Die Gruppe Fp, = F (g, o\ heifit freie
Gruppe vom Rang n oder auf n Erzeugern.

Lemma 2.9.7 (Relation zwischen Gruppen und freien Gruppen). Sei G eine Gruppe.
Dann gilt

1. G ist Quotient einer freien Gruppe.

2. Falls G = (g1, ..., gn), dann ist G sogar ein Quotient einer freien Gruppe Fpv vom
Rang n

Definition 2.9.8. (Normale Hiille). Sei G eine Gruppe und R C G eine Teilmenge.
Dann nennen wir

(R)= (1 N

RCN<G

die normale Hiille in R. Analog zu ist N der kleinste Normalteiler in G, der R
enthdlt.

Definition 2.9.9. (Universelle Gruppe). Sei S eine Menge (Menge der Erzeuger) und
R C Fg eine Teilmenge (Menge der Relationen). Die Gruppe

(S|R) == Fs/(R)

heif$t universelle Gruppe erzeugt durch S mit Relationen R. Falls G = (S|R), so sagt
man, dass G eine Prdsentation mit Erzeugern S und Relationen R besitzt.
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Bemerkung 2.9.10. Diese Theorie hilft uns, beliebige Gruppen mit Prasentation durch
FErzeuger und Relationen in Garphen, soganannten Cayley-Graphen zu untersuchen.
Ein Beispiel sei gezeigt fiir die folgenden Gruppen.

/\
v T -0
o o t t t
4 s s S S
o /?\ o o o o
N
t t t
g g g g s s s s
O o O
e /\
0w T ~°° t t t
s s S S
g o O o O
+ t t t
/—\
O T ~°
Dg mit Prasentation
(o,7|0* =1id, 7% =id, 070 = T) 72 mit Prisentation (s, t | st = ts)

Die Knoten innerhalb eines Caley-Graphen stehen fiir die Elemente der Gruppe und die
Pfeile oder Verbindungen fiir die Relation zwischen ihnen.
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